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Resumen

La asignacion de polos es un problema frecuente de la teoria clasica de control y se han propuesto numerosos métodos para
su resolucion. En este articulo se considera un aporte mas a esta problematica mediante un procedimiento de optimizacion
computacional del area de la programacion lineal. En particular, la programacion por metas se emplea para formular y
resolver el problema de asignacion de polos a lazo cerrado de un sistema de control en localizaciones especificas del plano
complejo y luego se considera su extension a la resolucion del problema de asignacién robusta de polos en una region de
interés del plano complejo. La metodologia puede adaptarse tanto para sistemas de control en tiempo continuo como en tiempo
discreto y se tratan varios ejemplos a fin de ilustrar los principales aspectos del método.

Palabras clave: Sistemas lineales de control, Asignacién de polos, Asignaciéon robusta de polos, Programacion lineal,
Optimizacién.

Abstract

Pole assignment is a typical problem in classical control theory and numerous methods have been proposed for its resolution.
This article considers one more contribution to this problem through a computational optimization procedure from the area
of linear programming. In particular, goal programming is used to formulate and solve the closed-loop pole assignment
problem of a control system at specific locations in the complex plane, and then it is extended to solving the robust pole
assignment problem in a region of interest in the complex plane. The methodology is suitable for both continuous-time and
discrete-time control systems and several examples are discussed to illustrate the main aspects of the method.

Keywords: Linear control systems, Pole assignment, Robust pole assignment, Linear programming, Optimization.

el problema de asignacién de polos como un problema de
programacion por metas (Ignizio, 1985, Romero, 2014,
Jones y col., 2016). La programacion por metas es una
extension de la programacion lineal y ha sido empleada con
éxito en la resolucién de numerosos problemas de
optimizacion multicriterio (Tamiz y col., 1998). En el

1 Introduccién

El problema de asignacion de polos permite alcanzar
varias especificaciones de desempefio para las respuestas
transitoria y de estado estacionario mediante la adecuada

localizacidn de los polos del sistema de control a lazo cerrado
en el plano complejo (Shumafov, 2019).

Chu (2001) distingue cuatro tipos de métodos en la
resolucién de este problema: los métodos clésicos, los
directos, los basados en ecuaciones matriciales y los de
autovectores. En los métodos matriciales el problema de
asignacion de polos se reduce a un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales como es descrito en (Chen, 1999). Esta
altima formulacion es explotada en este trabajo para expresar

contexto de este trabajo, el conjunto de polos deseados, se
trata en su forma de polinomio y este dltimo se hace
corresponder con una meta que debe evaluarse si es posible
de alcanzar a través de un controlador de orden fijo.

El aporte fundamental de este trabajo es que el empleo
de la programacién por metas en la resolucion del problema
de asignacion de polos puede extenderse a la resolucion de
un problema de asignacidn robusta de polos (Pandey y col.,
2014). Esto es, permite extender la asignacion de los polos
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en localizaciones especificas del plano complejo en una
asignacion en el interior de una regién conveniente del plano
complejo. Para lograr lo anterior, el polinomio caracteristico
se representa como un polinomio intervalo donde sus
coeficientes varian dentro de cotas conocidas. Luego, el
teorema del borde (Barlett y col., 1988) aporta los elementos
necesarios para establecer una formulacién de programacién
por metas considerando tan solo los polinomios extremos.

El articulo est4 organizado de la siguiente manera. La
seccion 2 describe el problema general de asignacion de
polos y su reduccién a un sistema de ecuaciones lineales. En
la seccion 3 se considera la formulacién del problema de
asignacion de polos como un problema de programacion por
metas. La seccion 4 trata la extensién al problema de
asignacion robusta de polos y finalmente en la seccién 5 son
presentados algunos resultados numéricos.

2 Problema de asignacion de polos
Se considera el sistema de control de la Figura 1, donde

v (t) es la sefial de referencia, y(t) la salida controlada y
u(t) la sefial de control.

Yr + u y
4?—» Controlador Planta —

Fig. 1. Sistema de control realimentado.

La planta es descrita por la funcién de transferencia

_N®)

‘P =50)

o))

Con
D(p) = a;p™ + a’zpn_l +totapp + apg

N(®) = Bip™ + Bop™  + -+ B + Brsa

Donde el operador p corresponde a la variable s € C de la
transformada de Laplace o a la variable z € C de la
transformada z cuando la planta es descrita por un modelo
continuo o discreto en el tiempo, respectivamente.

Comentario 1: En el caso de un sistema de control en tiempo
discreto se supone como es usual que la planta G(s) se
conecta en cascada con un dispositivo de retencion de orden
cero (Ogata, 1995). De manera que G(z)=(1-—
z 1 Z{G(s)/s} con Z el operador transformada z.

A su vez, el controlador de orden g se modela mediante la
funcién de transferencia

o) = % )

donde

L) = Lp? +LpT + -+ 1p + g

M) = mp? + 2,097+ + xgp + Xg4q

Una forma de garantizar condiciones de desempefio a

lazo cerrado consiste en fijar las localizaciones de los polos

de la funcion de transferencia a lazo cerrado del sistema de

control (Ogata, 1995, Dorf y col., 2017).
Y() _ N®)M @)

Y,(») D®L(p)+N@pM[)

Lo anterior puede formularse mediante el siguiente problema
de asignacion de polos.

3)

Problema 1: Dados los polinomios N(p) y D(p) en (1) y un
conjunto de polos a lazo cerrado deseados {pl,pz, ...,pn+q}.
Determine los polinomios L(p) y M (p) en (2) tal que:

D(p)L(p) + N(p)M(p) = B(p) 4

Donde B(p) corresponde al polinomio construido a partir de
los polos a lazo cerrado deseados

B(®) = (@~ p)® = p2) - (p = Pnsq)
= blpn+q + bzpn+q_l + ... (5)
+ bn+qp + bn+q+1

Comentario 2: En los sistemas de control en tiempo
continuo la region de asignacion de polos se localiza en el
semiplano izquierdo del plano complejo, mientras que en el
caso discreto, en el interior del circulo unitario del plano
complejo (Dorfy col., 2017, Ogata, 1995).

Comentario 3: Si g = n — 1y los polinomios N(p) y D(p)
en (1) son coprimos (Chen, 1999), la ecuacion (4) se puede
resolver para cualquier polinomio deseado B(p). Siqg < n —
1 no es posible asegurar que (4) tendra una solucion para
cualquier conjunto de coeficientes b;,i = 1,..,n+q+ 1en

(5)-

Es muy conocido que la ecuacién polindmica (4) puede
formularse como un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales (Chen, 1999) de la forma

Ax=Db (6)

El vector x corresponde a los coeficientes de los polinomios
L(p) y M(p) en (2) definido como
X7

lq+1 my

x=[*1 x

con r =2q + 2y el vector b estd asociado al polinomio a
lazo cerrado B(p) y se representa a través de sus coeficientes

b=1[b b, b]" (8)

cont=n+q+ 1len(5).

La matriz A € Rt*" es una matriz de Sylvester, una matriz
por bandas dependiente de los coeficientes de los
polinomios N(p) y D(p) en (1) y es invertible si estos

()

mq+1]T
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polinomios son coprimos y ¢ =n —1 (Goodwin y col.,
2001). Se puede expresar como:

a, 0 0

: a; . 0
A= An+1 : | 0

0 L 41

0 0 : :

0 0 v Qpaq

3 Formulacién del problema de asignacién de polos
como un problema de programacion lineal

En esta seccion se desarrolla una formulacion del
Problema 1 en la forma de la ecuacion (6) como un problema
de Programacion por Metas. Para ese propdsito, el polinomio
deseado se interpreta como una meta que debe evaluarse si
es posible alcanzar mediante un controlador (2) de orden g.
A ese fin, se define el vector de variables de desviacion
negativas

n=[Mm n ne]” (10)
y el vector de variables de desviacion positivas
p=I[P1 P2 pe]” (11)
con respecto a la meta representada por el polinomio deseado
b =[b¢ b .. b (12)

Las variables de desviacion satisfacen la propiedad (Romero,
2014).

n;p; = 0, i= 1, v, t (13)

De esta manera, se define el siguiente problema de
programacion por metas.

t
min z(b) = Z
x i

Ax+n—p=>b?
TliZO,piZO

Problema 2:

1(ni + i)

Sujeto a {

Teorema 1: Si el valor de la funcién objetivo del problema
2 para un controlador solucion x* (7) es z(b%) = 0 entonces
la meta b4 se cumple y en ese caso existe un controlador (2)
de orden q que asigna el polinomio caracteristico en b = b<.

Prueba: Si las soluciones del problema 2 son los vectores
x* "y p*ysea Ax* = b%". Si z(b?) = 0 entonces n* =
p* = 0y resulta b® = b?. Si z(b%) > 0 entonces por (13),
al menos una de las variables de desviacion serd positiva y la
solucién x* asignaré para i = 1,2, ..., t cada b por debajo
(encima) de b sip* =0 (sin* =0).

B 0 0
: B1 0

Buri i 0
0 Bunn B, ©
0 0 :
0 0 . B

4 Asignacién de polos en una region del plano complejo
usando la programacion lineal

En el problema 2 se busca determinar el controlador (2)
de orden g que asigna un polinomio caracteristico especifico
(meta). Ahora se pretende asignar los polos en una region del
plano complejo.

Para lograr mantenerse dentro del marco de la
programacion por metas, el polinomio caracteristico deseado
se especifica como un polinomio tipo intervalo. Para eso se
supone que cada coeficiente del polinomio b en (8) es
definido dentro de un intervalo donde las diferentes cotas
inferiores b;” y superiores b son conocidas. Esto es,

bintz[bl b, bt]T
b; € [bi,b{],b; < b} (14
Usando las cotas inferiores se define el polinomio
caracteristico inferior
bine = [b1 by be]" (15)

y empleando las cotas superiores, el polinomio caracteristico
superior
bf, = [bi bF

int — b;]T (16)
Entre los polinomios b, y bf,, hay toda una familia de
polinomios caracteristicos y se esta interesado en asignar los
polos a lazo cerrado del sistema de control en el lugar de las
raices generado por esta familia de polinomios. El teorema
del borde (Barlett y col., 1988) permite inferir la estabilidad
de un politopo de polinomios a partir de sus polinomios
extremos.

Teorema 2: (Teorema del borde). En un polinomio intervalo
B(p) = byp*™' + bp* % + -+ by_1p + by (17)

con b; € [bi,bf], bj <bj, para i =1,...,¢, el lugar de
raices de B(p), denotado por S(B(p)), se define como el
conjunto de raices de la ecuacién B(p) = 0, cuando los
coeficientes de B(p) varian dentro del intervalo b; €
[b;, bi"] y esté acotado por las raices de sus extremos.

Prueba: (Barlett y col., 1988).

En nuestro caso, el Teorema 2 nos permite asegurar que el
lugar de las raices generado por la familia de polinomios es
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contenido dentro de las raices de los polinomios extremos
(15) y (16).

Ahora la meta es asignar el polinomio caracteristico del
sistema de control en el interior del intervalo [bg,,, bf,,.]. A
ese fin, se definen variables de desviacion inferiores

ng "
nf1’
con respecto al polinomio (15) y variables de desviacién
superiores

n-=[ny n;
p =i n3

(18)

pe 1"
pil”

n* =[p1 p2

p =1Ipi p;
con respecto al polinomio (16).
Esto permite reescribir el problema 2 como un problema

de programacién por metas tipo intervalo (Inuiguchi y col.,
1991, Vitoriano y col., 1999).

(19)

Problema 3:
t
min 2(bw) = ) (7 +p})
x i=1
Ax+n~ —p~ = by,
Sujeto a Ax +n* —p* = b},

n=>0nt=>0p =20,pt=0

Comentario 4: Minimizar las variables n; en la funcién
objetivo del Problema 3 reduce las desviaciones por debajo
del polinomio caracteristico inferior (15). Por otra parte,
minimizar las variables p; reduce las desviaciones por
encima del polinomio caracteristico superior (16). El efecto
global es asignar el polinomio caracteristico del sistema de
control en el interior del intervalo [bg,,, bf,.].

Teorema 3: Si el valor de la funcién objetivo del problema
3 para un controlador solucion x* (7) es z(bj) =0
entonces la meta b;,, se cumple y en ese caso existe un
controlador C de orden g que asigna el polinomio
caracteristico del sistema de control en el interior de
[bi_nt’ bg—nt]'

Prueba: Si las soluciones del problema 2 son los vectores
x,np ity ptTy sea Ax* = b},,. Si z(bjp) =0
entonces n~* =p* =0 y resulta b}, € [byy, bipe). Si
Z(bine) > 0 entonces por (13), al menos una de las variables
de desviacion sera positiva y la solucién x* asignara para i =
1,2, ..., t cada by, por debajo (encima) de b, (bih,) Si
pt'=0@Gin"=0).

Comentario 5: Si z(b%) > 0 enel Problema 2 0si z(b;y,) >
0 en el Problema 3, solo se puede concluir que las metas no
se cumplen. En otras palabras, no se estd en capacidad de
asegurar nada sobre el desempefio a lazo cerrado del sistema
de control de utilizarse el controlador resultante.

5 Resultados numéricos

Comentario 6: Todos los problemas de programacion por
metas que aparecen en esta seccién son resueltos empleando
el complemento Solver de Excel.

Se considera la misma planta tratada en (Chen, 1987)
donde la funcidn de transferencia se escoge como

s—1
s(s—2)

Se aprecia que es de fase no minima e inestable (Goodwin y
col., 2001). Dado que n = 2 y los polinomios numerador y
denominador son coprimos; si se selecciona el orden del
controlador como g = n — 1 = 1 resultara que la matriz (9)
es no singular. Si se escogen los polos a lazo cerrado en las
posiciones {—2,—2,—2}, el polinomio caracteristico
deseado es B(s) = s% + 652 + 12s + 8. Por lo que b =
[1 6 12 8]7y de esta manera, el Problema 2 se puede
formular como:

G(s) = (19)

minz(b?) =ny +py+n, 4+, + N3 +p3 + 1y + 14
X

X +n,—p; =1
—2%X1+ Xy +x3+ny, —p, =6
—2Xy, — X3+ x4 + N3 —p3 =12

X4+ N, —py =38
Ny, P1, Ny, P2, N3, D3, Mg, P = 0

Al resolver el problema anterior se obtiene el valor de la
funcion objetivo z(b%) =0 y el vector solucion x =
[1 —28 36 —8]7. Por lo que la meta se cumple y el
controlador resultante se implementa a través de la funcién
de transferencia

Sujeto a

s—28
Cabe destacar que es la misma solucion encontrada en (Chen,
1987) usando un método algebraico de asignacion de polos.

A continuacion se estudia si los polos a lazo cerrado
{—1+j2,—1—j2} pueden ser asignados usando un
controlador de orden O (Proporcional). Esto es, C(s) =
lo/my. Ahora se tiene b2 =1 2 5]7 y el Problema 2
resulta en

minz(bd) =ng+p;+n, +p, +n3;+p;
X

X +n—p =1
—2X;+ X+, —py, =2
—X, +ng —p3; =5
Ny, P1, Ny, P2, N3, P3 2 0

Sujeto a

Su solucion es z(b%) =45, x*=[-35 —5]",n"=
[45 0 0]Typ*=[0 0 0]7 lo que significa que la
meta no se cumple. El controlador resultante C(s) =
—3.5/-5 asigna los polos del sistema en las raices de la
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ecuacion by = 0. Donde el polinomio by se obtiene
haciendo by =bg+p —n =[-35 2 5] (b%=+
b:}). El lugar de las raices de (19) (ver Figura 2) permite
apreciar que no existe un controlador constante que cologue
los polos a lazo cerrado en las localizaciones deseadas por lo
que el resultado obtenido por el método es coherente.

El dltimo ejemplo que se va a tratar es la asignacion
robusta de polos de (19) en la regién definida entre los
polinomios extremos

me=1[1 2 2 0", bf,=[1 4 8 0

La region se ilustra en la Figura 3 y el Problema 3 se
formula a través del siguiente problema de optimizacion.

minz(by,) = ny +n; +n3 +ny +pif +p; +p3 +pf
X

Xy +ny —p; =1
—2X1 + Xy + X3 +n5; —p; =2
—2Xy — X3+ X, +n3 —p3 =2
—X,+ny; —p; =0
x,+nf—pf =1
—2x; +x, +x3+nd —pf =4
—2x, — X3 +x,+nd —pi =8
—X4+pf —pi =0
ni,nz,n3,Ny,p1,P2,P3,Px 20
ni,n3,n3,ng,pi,p:,p3,pi =0

Sujeto a

La solucién del Problema 3 es z(by,:) =0 con x* =
[1 —12 16 0]" que corresponde al controlador C(s) =
16s/(s — 12). Las variables de desviacion 6ptimas resultan
en

n*=[0 0 0 0]
p=[0 0 6 0]
nt"=[0 2 0 0]
pT=[0 0 o o]

El polinomio resultante b;,, se obtiene haciendo b;,; =
by, +p*—n* =bj, +pt —n*". Los polos a lazo
cerrado en by, =[1 2 8 0]" cuyas raices se
encuentran en el interior de la region de la Fig. 3
confirmando que se alcanzo la meta.

Conclusiones

Se propone una formulacion simple que conecta la teoria
clasica de control con la investigacion de operaciones. De
manera particular, el problema de asignacién de polos del
polinomio caracteristico de un sistema de control a lazo
cerrado en tiempo continuo o discreto se interpreta y resuelve
como un problema de programacion por metas. La
formulacién también se extiende con éxito para considerar el
caso de asignacion robusta de polos.
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