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Resumen

En este trabajo se presenta el modelado matematico de una tuberia para simular obstrucciones. Inicialmente, se muestra el
modelado matematico de fallas en una tuberia, especificamente las obstrucciones. Este modelado se muestra de tres formas:
obstruccion puntual, tramo obstruido, fenémeno de contraccion y expansion. Luego, se presentan dos modelos matematicos
de la tuberia, los cuales se obtienen con la discretizacion de las ecuaciones del Golpe de Ariete (Water Hammer Equations).
El primer modelo, se obtiene discretizando las ecuaciones con el Método de Colocacion. Aqui, se divide en dos partes la
tuberia, y estas se unen por la ecuacion que modela matematicamente la obstruccion que se esta presentando. Luego, se
muestra el segundo modelo de tuberia, el cual se obtiene con el Método de Diferencias Finitas, utilizando la misma idea del
primer modelo (dividir la tuberia en dos partes). Por Gltimo, se muestran los resultados de la simulacion de diferentes
porcentajes de obstruccidn, en cada uno de los modelos.

Palabras clave: Modelado de fallas, Modelado de obstrucciones, Método colocacion, Método diferencias finitas, Simulacion
de obstrucciones.

Abstract

This paper presents the pipeline mathematical modeling to simulate blockages. Initially, the pipeline faults mathematical
modeling specifically blockages are shown. This modeling is shown in three ways: partial blockage, blocked section,
contraction and expansion phenomenon. Then, two pipeline mathematical models are presented, which are obtained with the
Water Hammer Equations discretization. The first model is obtained by discretizing equations with the Collocation Method.
Here, the pipe is divided into two parts, and these are joined by equation that mathematically models the blockage that is
presenting in pipe. After that, the second pipeline model is shown, which is obtained with the Finite Difference Method, using
same idea of the first model (pipeline divided in two parts). Finally, simulation results for different percentages blockage in
each of models are shown.

Keywords: Fault modeling, Blockage modeling, Collocation method, Finite difference method, Blockage simulation.
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1. Introduccién

Las obstrucciones son un problema comun en las redes de
tuberias (sistemas de transporte de fluidos), ya sea en las
industrias de energia, quimica, petr6leo, agua, etc. Una
obstruccion puede formarse por medios quimicos, fisicos,
ubicacién de depésitos o algin tipo de negligencia como el
cierre parcial de una valvula. Estas reducen la eficiencia
operativa de un sistema de tuberias, pero también pueden
causar graves dafos en la seguridad de estos (Guillen, 2016).
Cuando una tuberia est4d sometida a una obstruccion, el
funcionamiento de la misma se ve perturbado, pudiéndose
generar aumento de la energia requerida para el funciona-
miento de la misma. Como consecuencia se produce una
disminucion de la calidad del servicio prestado por la tuberia,
e incluso se podria producir una ruptura brusca, por aumento
excesivo de la presion. Las razones descritas anteriormente,
crean una motivacion para el estudio de las obstrucciones y
adicionalmente extiende el interés en desarrollar sistemas de
deteccion y localizacion de obstrucciones. Existen diversas
investigaciones en esta area, entre las cuales podemos hacer
referencias a algunas: (Wang y col., 2005; Lee y col., 2008;
Ma vy col., 2007; Guillén y col., 2014), otras mas recientes
serian: (Gurav y col., 2020; Wu y col., 2022; Datta y col.,
2016). En el presente trabajo se va modelar un tipo particular
de fallas en las tuberias, en especifico obstrucciones, y con
este modelado, desarrollar dos modelos de tuberia que
permitan simular el comportamiento de una tuberia cuando
se presenta una obstruccidn.

2. Modelado de la Tuberia a través de las Ecuaciones de
Golpe de Ariete

Las ecuaciones del golpe de ariete son el modelo clésico que
describe los fendmenos no estacionarios en una tuberia para
un flujo de fluido incompresible (Souza y col., 2000;
Chaudry, 2014). Estas corresponden a un par de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbdlicas no lineales (Steven y col.,
1988), que representan la ecuacion de continuidad y la
ecuacion de momento en una tuberia, que pueden resumirse
como sigue:

dH(z,t) c* dQ(zt) 3
at tga oz °

10Q(zt) 0H(z,t)

Aot 94

M)

+JQ(z1) =0

Donde:

z denota la coordenada espacial unidimensional [m],
t es el tiempo [s],

H(z,t) carga de presion [m],

Q(z,t) flujo en la tuberia [m3/s],

A érea de seccion transversal de la tuberia [m?],

g aceleracion de gravedad [m/s?],

¢ velocidad de la onda de presion [m/s], y

J las pérdidas por friccion que afectan a la dindmica del fluido
dentro de la tuberia.

Clasicamente, | se expresa bajo forma estacionaria dada por:

falel

= = 2
J=7Js 2DA? @
Donde f corresponde al coeficiente de friccion de Darcy-
Weisbach.

2.1 Modelado de la Friccion

En la mayoria de los enfoques de deteccién y localizacion de
fallas en tuberias, basados en modelos, este coeficiente f se
considera una constante, aunque a veces se actualiza cuando
se detecta una fuga o una obstruccion (fallas en tuberias).
Pero en realidad, se sabe que este coeficiente depende del
numero de Reynolds (R,) y del coeficiente de rugosidad de
la tuberia (e). La relacion implicita de Colebrook (Potter y
col., 2002) describe este coeficiente para una tuberia de
seccion circular de didmetro (D) como:

i—oaeln(if+—z'51> 3
ﬁ_ ' 3.7D ' Ref )

Donde el nimero de Reynolds puede ser calculado como:

_pVD _ 4pQ

R =
eunDu

(4)

p es la densidad del fluido y u es la viscosidad del mismo.

La ecuacion (3) no es fécil de implementar, ya que requiere
de una serie de iteraciones para el calculo de f. En (Dulhoste,
2011) se sefiala que se puede utilizar una aproximacion
explicita conocida como la ecuacién de Swamee-Jain, la cual
se escribe de la siguiente manera:

e 1,\%))
0.27 (5)+5.74(E) ]} (5)

Esta ecuacion es valida para 1078 < e/D < 0.01y 5000 <
Re < 108.

f=1.325 {m

Para un modelado mas completo de la friccion, se pueden
adicionar algunas pérdidas por friccion no estacionarias J,
(conocidas como J = J; +J,, en la ecuacion (1)), segun el
modelo siguiente:

_ k(2

Ju=72 E+C¢A|3_g) ©)

Donde ®, = sgn(Q) y k denota el coeficiente de Brunone,
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el cual puede calcularse con:
k=+0.0476 /2 para flujo laminar

k= ( /ng(;%) /2 para flujo turbulento. 0

Tomando en consideracion los dos términos de pérdidas por
friccidn, las ecuaciones de la tuberia pasan a ser:

oH ¢ aQ

ot~ gz 8
a_Qz 1 <_nga_H_cq> k|0_Q _fQ_|Q|>

at (2+k dz 4" lazl ~ Da

donde los coeficientes f y k pueden calcularse en cualquier
instante de tiempo. Si se omiten las pérdidas por friccion no
estacionarias, k = 0.

En (Dulhoste, 2011) se demuestra que para la Deteccion y
Aislamiento de Fugas (LDI) la mejor formulacion es el uso
de un coeficiente de friccion variable sin pérdidas no
estacionarias. EI modelo con un coeficiente de friccion
constante esta limitado a aplicaciones de flujo casi constante,
y por lo tanto no se recomienda para sistemas reales, mientras
que la formulacién no estacionaria hace la estructura LDI
mas compleja, sin  mejorar significativamente las
estimaciones de fugas. Por este motivo, en este trabajo
utilizaremos la formulacién recomendada, y no se tomara en
cuenta las pérdidas no estacionarias. De manera concreta, se
utilizarén las ecuaciones (9):

0H  c*aQ

ot gaoz ©
o0 _ __,9H _felel

at 974z 2pa

3. Modelos de Fallas en una Tuberia

Concretamente en una tuberia se pueden presentar dos tipos
de fallas, las cuales son: fugas y obstrucciones. En este
trabajo se presenta solamente el modelado de obstrucciones;
estudios referentes al modelado de fugas pueden ser vistos en
(Guillén y col., 2015).

3.1 Modelado de Obstrucciones

En este trabajo se presentan tres posibles formas en que
puede ser modelada una obstruccidn en una tuberia (Guillen,
2016). Las tres formas de modelado son las siguientes:

3.1.1 Modelado de una Obstruccion Puntual

Una obstruccion puntual puede modelarse tal como se

modela una placa orificio (Chaudry, 2014); en un punto
especifico z, hay algo que reduce el area de flujo, como

ocurre con una placa orificio. Cuando se produce una
obstruccion puntual en una posicion z, se produce un cambio
en la presion H; (segunda ecuacion de (9)).

H, Hy H> Hy
I

—> —
>

: % o

Zg
Fig. 1. Obstrucci6n puntual.
(Partial blockage).

La Fig. 1 muestra un esquema de una tuberia dividida en dos
secciones. En esta figura, la obstruccion se presenta en la
zona central, la presion H, sufre un cambio en su valor y
ahora va a cambiar a H>. Si se aplica la ecuacién de Bernoulli
en conjunto con la ecuacién de Continuidad, entre el punto 2
(justo antes de la obstruccion) y el punto 2* (justo después de
la obstruccion), se obtiene una expresién que relaciona los
caudales, las presiones y por supuesto los cambios de areas
que son los que representan la obstruccion.

Aplicando la ecuacion de Bernoulli entre H, y H5 quedaria:

(V2)® U
HZ"'W"’ZZ +hy — hy =H2+W+ZZ

(10)
Donde H es la altura o carga de presion del fluido, V es la
velocidad del fluido, p es la densidad del fluido, z es la cota
a la que se encuentran los puntos 2 y 2*, hy, representa los
aportes de energia en el tramo por bombas o turbinas, y h;
representa las pérdidas en el tramo. Como las cotas z, y z;
son iguales, y los aportes de energia por bombas y/o turbinas
no existen (en este caso son cero), entonces se obtiene:

(Vy)?
29

(V2)?
2g

H, + —h; =H; + (11)

Igualmente, por continuidad (conservaciéon de la masa) se
tiene que:

p2V2A = pV3A, (12)

Donde A es el area de la seccion transversal de la tuberia y
A, es el area de seccidn transversal de la obstruccion. Por lo

cual, V; = —V: A, utilizando la expresion (11) junto con (12)
o
obtenemos:

H; =HZ+(V—2)2(1—(i)Z>—hL

13
29 a (13)

Ahora expresandolo en funcion del flujo volumétrico Q, =
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V,A: muestra a continuacion:
Q% A 2 H, Ho Hout Hosz Hy
Hy=H; +—— 1—(—) —h 14 | |
2 2 ngz Ao L ( ) I | T TA

7 - 7z - -7 l r iz 4 )L
El término h; que representa las pérdidas de presion, es k I ]
dificil de obtener analiticamente, ya que, es funcién del f; & ‘j;*j Qe ?:
caudal y de las condiciones geométricas del flujo, vale decir, % .

de la geometria de la obstruccion, por lo cual, para efectos
précticos en el caso de una placa de orificio, suele sustituirse
por un coeficiente de descarga C,, el cual representa en el
célculo del caudal que:
Qr = C4Q (15)

Lo que quiere decir que debido a las pérdidas, el caudal real
Qg sera inferior al caudal tedrico Q. Entonces, corrigiendo el
valor tedrico Q al multiplicarlo por el coeficiente C,, se

puede suprimir el término de sustraccion h;. De esta forma
la expresion (14) se reescribe como:

=t o1 (1)
HZ—H2+ZngA21 i

Tanto el coeficiente de descarga C; como el término de
pérdidas h;, requieren informacion adicional para determinar
su valor. Esta informacidn adicional podria ser por ejemplo,
la forma y la longitud de los cambios de geometria, por lo
tanto, para este trabajo y sus correspondientes simulaciones
se tomara un C; = 1, lo cual es equivalente aun h;, = 0, por
tanto, no se consideran las pérdidas de presion. Dicho de otra
forma, se esta haciendo una aproximacion, con el objeto de
simplificar la presentacion de las ecuaciones. Esta
simplificacion implica, que el valor de la obstruccion
obtenida no sera exacto, sino que se obtendra una obstruccion
de la tuberia mas grande, o lo que es lo mismo un &rea de
obstruccion (area de paso del flujo) méas pequefia que la real.

(16)

En un caso real, se podrian utilizar métodos para determinar
un valor aproximado de la pérdida y obtener un valor de
obstruccion mas cercano al real, pero esto no cambiaria en
nada la metodologia presentada en este trabajo.

3.1.2 Modelado de un Tramo Obstruido

Esta es la segunda forma en que se modela una obstruccidn.
En el modelado de un tramo obstruido se contempla la
reduccidn del &rea de seccion transversal de la tuberia en una
longitud que se denomina [,. La tuberia se divide en tres
secciones para definir una seccion “central”, que es donde se
presenta la obstruccién y, en donde ésta, puede abarcar una
longitud [, grande o pequefia.

En la Fig. 2, se puede ver un esquema de la tuberia. La
obstruccion esta representada por el achurado tal como se

Fig. 2. Tramo obstruido.
(Blockaged pipe section).

Para modelar matematicamente la obstruccion, se sustituye
el area de seccion transversal A de la tuberia, por un area
reducida en un cierto porcentaje del area A, es decir, el area
de obstruccion es A, y corresponde a un porcentaje del area
A; por lo tanto, de acuerdo a como esta divida la tuberia las
siguientes ecuaciones deben ser acopladas al resto de
ecuaciones del modelo de la tuberia:

c? Qo+1— Qo

Hy=—

T g4, Y L, 0t
: o+1—Ho for1
Qo1 = —4,9 +l - ZDJ:4 Qo+11Qo+1l

2 ° ° (17)

g =€ Qo2 = Qos

o+ HAHZO+2 —HZo+1 f
: 0+2 —Hos1  fos2

=-A - | |

Qo+2 9 20rs —Zor1  2DA Qo+2/Qo+2

En el sistema (17) se observa como en la expresion Hy Y Qo+1
se ha sustituido el valor del area A por el valor de la
obstruccion 4,.

3.1.3 Modelado de la Obstruccién considerando el
Fendmeno de Contraccién y Expansién

Este es el tercer modelo, el cual de alguna manera estd basado
en el modelo de un tramo obstruido. Aqui se toma en cuenta
los dos fenémenos que ocurren en los dos bordes (o extremos
del tramo obstruido), donde al principio, existe una
contraccion en la seccion transversal de la tuberia (desde A
hasta A,) y luego, al final del tramo obstruido ocurre una
expansion (desde A, hasta A), tal como se muestra en la Fig.
3.

Hi Ho Hp Ho How Hosz Hn
T & Zm
A iAu
L ¢ 7
L J
F o 1
Q Qo Qo+ Qo2 Qn
Z1 p4) 241 2042 Zn
L

Fig. 3. Fendmeno de contraccion y expansion.
(Contraction and expansion phenomenon).

Las ecuaciones (18) describen la dindmica de las presiones y
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de los flujos antes de la obstruccion (Hy Y Qg41) Y después
de lamisma (Ho;1 Y Qos2)-

2
_C_Qo+1 - Qo

H =
T ga 1,
: Hoy1 —Hy  fou1
Qo1 = —Agil ~2DA Q0+11Qo41l
[
2 (18)
; _€¢® Qoiz2 — Qo411
Hyygy=——7F——
94 292 —Zgyq p

: Hopo —Hy1 fos2

=—A —
Qo+2 9 20s—Zo.s  2DA Qo+2/Qo+2!

Donde H; y Hg,q son las presiones antes y después de la
obstruccion respectivamente; éstas se calculan utilizando la
ecuacion de Bernoulli y continuidad tal como se hizo en la
seccion 3.1.1 (Modelado de una Obstruccion Puntual)
quedando de la siguiente manera:

i =y + 51~ (1) |

2gA2 A
7 o~ (19)
Heoo = Hooxo + Qo+1 1-— <ﬂ>
0+1 0+1 ngg A

Luego, las ecuaciones (19) se sustituyen en (18), para de esta
manera obtener un modelo de tuberia que representa el
fendbmeno de contraccién y expansion que se estd
presentando debido a la obstruccion.

4. Discretizacién espacial paraQy H

Las ecuaciones (9) son conocidas como la forma simplificada
de las ecuaciones gobernantes para flujo transitorio en
conductos cerrados, y representan un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales e hiperbdlicas, que no
tienen solucion exacta. Estas ecuaciones se resuelven
habitualmente utilizando algin método numérico. Existen
varios métodos para obtener una solucién a este tipo de
sistemas. Uno de los mas utilizados es el método de
diferencias finitas (debido a su simplicidad para el modelado
unidimensional); este método ha sido utilizado en la de
deteccion y localizacion de fugas en tuberias (Torres y col.,
2008; Torresy col., 2011; Besancon y col., 2007). Asimismo,
existe otro método, poco utilizado en sistemas hidraulicos,
gue también tiene la ventaja de ser simple y adecuado para
simulaciones unidimensionales; este es el Método de
Colocacion (Villadsen y col., 1995; Fletcher, 2006).

En el presente trabajo se muestra la discretizacion de las
ecuaciones del golpe de ariete mediante el Método de
Colocacion, con el fin de obtener un modelo de tuberia, que
permita realizar simulacién de obstrucciones.

4.1 Discretizacion por el Método de Colocacion

El método de colocacion, es un método de solucién numérica
de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de
contorno. Este método resuelve discretamente ecuaciones
diferenciales parciales, buscando una solucién aproximada lo
suficientemente confiable.

Este método pertenece a un grupo de métodos conocidos
como Métodos de los Residuos Ponderados (siglas en ingles
MWR), y cuyo principio consiste en aplicar a puntos
particulares del dominio residuos ponderados, donde se
aproxima el valor de la ecuacién diferencial, a los valores
obtenidos por una funcién, que generalmente tiene forma
polindmica (Fletcher, 2006).

En el método de colocacion las funciones de ponderacién son
de la forma:
Wi(z) = 8(z - zy) (20)

Donde § es la funcion impulso o delta de Dirac y z,..., z,
son las coordenadas de los puntos de colocacién que se
distribuyen en el dominio. Esto implica que las funciones de
forma (o de prueba) se evallan solo en cada punto de
colocacion, pues para el resto del dominio las funciones de

ponderacion en forma de delta de Dirac hacen que el residuo
sea cero.

Un punto importante de sefialar con relacion a este método,
es la eleccion de los puntos de colocacién. En (Villadsen y
col., 1995) se mostré que cuando los puntos de colocacion
son colocados en las raices de los polinomios ortogonales
como por ejemplo los de Jacobi o Legendre, el método
produce resultados con mayor precisién. Cuando esto sucede
el método se llama "Método de Colocacion Ortogonal”.
Igualmente, se sefiala que el método de colocacién ortogonal
puede ser visto como un método analogo-discreto del método
de Galerkin. Sus pruebas muestran que tiene una precision
casi igual al método de Galerkin. Sin embargo, el método de
colocacién es mas sencillo de implementar.

4.2 Aplicacion del Método de Colocacion a las
Ecuaciones de Golpe de Ariete

El Método de Colocacién aplicado a las ecuaciones de golpe
de ariete consiste en realizar una aproximacion de la seccion
a modelar mediante una funcion de polinomios N;(z;),
evaluados en los puntos de colocacion (z;). Para ello se debe
escoger un ndmero n de puntos de colocacion y por cada
punto se puede hacer la siguiente aproximacion:
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Hy(z;t) = Zn; H;(t)N;(z;) (21)
=
Qa(z;,t) = i Q;(ON;(z) (22)
=
Donde:

Q = {Q;(H)} y H = {H;(t)} son los coeficientes a calcular.

N;(z) denotan las funciones de forma elegidas, las cuales son
evaluadas en z;.

H, y Q4 son los valores aproximados de las variables, los
cuales simplificando la notacién podemos escribir de la
siguiente manera:

Hy(z;,t) = Hy, Qu(2;,t) = Qq, Hj(t) = H; y Q;(t) = Q;

Ahora, escribiendo las ecuaciones de Golpe de Ariete (9) en
funcion de los valores aproximados de las variables, para
cada uno de los puntos de colocacion seleccionados, se
generard un residuo, ya que al ser valores aproximados la
igualdad a cero no se cumple exactamente:

OH,, ¢ 3Q, _
ot Tga oz @HQ
90, OH, f o
i i = . 23
6t +Ag aZ +2DAQal RZ(ZUH;Q) ( )

parai=1,..,n

Donde R, (z;, H,Q) ¥ R,(z;, H, Q) representan el valor de los
residuos.

Para que las ecuaciones aproximadas representen
correctamente las ecuaciones exactas, los residuos deben ser
lo més cercano posible a cero. En el sistema (23) obtenemos
dos ecuaciones con dos incognitas H y Q, para cada punto de
colocacion:

0
0

Rl(xil H! 6)

RZ (xil H! 6) (24)

Sustituyendo (24) en (23) obtenemos una forma aproximada
de las ecuaciones:

aHai + C_z aQui

at gA oz o5
0, | ggHau, 1 Q,> =0 ()
at 978z "2pAcu T

Los términos N;(z;) dependen solo de z; y los coeficientes
H; y Q; dependen solamente de t. Es posible entonces

simplificar la ecuacion mediante la derivacién de los
terminos correspondientes, siendo los términos N;(z;)
constantes una vez que se introducen los puntos de
colocacidn para una funcion de forma dada, por lo tanto, es
posible escribir una matriz N;; de valores constantes y de
igual manera para las derivadas con respecto a z en la matriz

Nj;, tal como:

[Nji]lsi,jsn
Ny(x1) Ni(x2) N;(x,)

— [N2(x1)  N2(x2) N2 (xy) (26)
Nn('xl) Nn(.xz) Nn(‘xn)

Las derivadas con respecto de z de la funcion de forma,
evaluadas en z;, son los elementos de la siguiente matriz:

Nil,eijen = |, @

Nll(zl) Nll(zz) Nll(zn) (27)
_ |N3(z) Ny(z2) N3 (22)

Ni(zy) Nuzg) - Ni(zo)

Por otro lado, las derivadas espaciales y temporales de las
sumatorias (21) y (22) son expresadas por:

aHa i:t ' a a i't 1
Mzt _ ;(ONj;; 90u(zt) _ Q;j(ON};

dz 28)
OH,(z;,t) . 9Q4(z,t) . (
——= H;(ONj; Yt - Q;i(ONj;

Entonces, con la sustitucién de (28) en las ecuaciones de
derivadas parciales, el nuevo sistema se puede escribir como:

Zn: Hj(t)Nji(z;) = - C—;i QjNj; (z) (29)
j=1 9 j=1

Z Q;j(®ONj;(z) = —AHZ H;N}; ()

= j=1 (30)

2

f n
~2DA <]Zl: QjN;i(z)

Se ha transformado un sistema de dos ecuaciones
diferenciales parciales no lineales, con dos incégnitas, en un
sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias con 2n
incdgnitas, siendo n el nimero de puntos de colocacion.
Ahora este nuevo sistema puede resolverse con un método
tradicional de ecuaciones diferenciales.

Para implementar el método de colocacién hay dos cosas a
tomar en cuenta: Las funciones de forma y las condiciones

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 45, No. 1, diciembre-marzo, 2024



Modelado de una tuberia para---

53

de frontera.

La seleccion de las funciones de forma, estd sujeta a una
Unica condicion, la cual es, que el conjunto de funciones sean
linealmente independientes. Sin embargo, en la practica
resulta interesante utilizar funciones que puedan facilitar los
calculos, lo que permite la obtencion de una solucion mas
precisa y robusta.

Para alcanzar los objetivos planteados anteriormente,
podemos seleccionar las funciones de interpolacion de
Lagrange como funciones de forma. El interés en las
funciones de aproximacion de Lagrange, es obtener los
coeficientes H;(t) y Q;(t) correspondientes a los valores
fisicos de las presiones y del flujo en los puntos de
colocacion.

Dado un conjunto de puntos de colocacion x;, ..., x, las

funciones de forma se construyen con la siguiente
recurrencia:
n
Z—Z;
m-]]
i) z; — z; (1)
i=1"
Jj#i

Desarrollando la recurrencia (31):

_ (Z-2)(z—-23) .. (2= 2p1)(2 — 2,)

(21— 22)(21 — 23) . (21 — Zn_1) (21 — 23)
_ (2—24)(23 — 23) .. (23 — Z,-1)(22 — 2,,)

Nz = (22 — 21)(21 — 23) - (21 — 2y-1)(21 — 2,)

1

(32)

N,

__(2-2)(z—2)) . (22 — 22 2)(22 — Zn-1)
(Zn - Zl)(zn - ZZ) (Zn - Zn—Z)(Zn - Zn—l)

Este tipo de funciones de forma presenta la ventaja de
producir valores de 1 (uno) para la variable con el indice
correspondiente al punto de colocacién y 0 (cero) para los
otros valores, es decir:

1si j=i

Ny = {0 si j#i (33)

Por tanto, la matriz [N;] =1 cuando j=1i. Asi, las
ecuaciones (29) y (30) se simplifican y se convierten en:

. e v
H; = _g_AZ QjNj;(z) (34)
=1

2
Qi =—Ag Z H;Nj; (z;) — ﬁ Z Q;Nj; (39)
j=1 j=1

La Fig. 4 muestra un esquema para la discretizacién de las
ecuaciones de golpe de ariete. En este esquema se puede
observar que para cada punto de colocacidn corresponden un
valor de presion y un valor de caudal. Por otro lado, el
namero de ecuaciones para las presiones H;(t) y los caudales
Q;(t) dependen de las condiciones de frontera empleadas.

H H
Xll xzz e e e e Hn-1 H,
Ql QZ n-1 Qn

Xn1 Xn

Fig. 4. Discretizacion por el Método de Colocacion.
(Collocation Method Discretization).

Existe la posibilidad de utilizar un ndmero diferente de
puntos de colocacion, tanto para las presiones como para los
caudales. Igualmente, se pueden seleccionar diferentes
posiciones para cada uno de los puntos de colocacién (ya
sean H o Q). En este trabajo, se utilizan igual nimero de
puntos de colocacion para las presiones y los caudales.
También, la posicién en la que se van a colocar estos puntos
de colocacion va a ser la misma para ambas variables (H y

Q)

Para ello definimos lo siguiente:

zf punto para la presion
z? punto para el caudal
NI Funcion de forma para el punto z’
p Funcién de forma para el punto z°

Aqui presentamos s6lo el caso de igual nimero de puntos de
colocacidn para presiones y caudales. Ademas, la posicidn en
la que se colocan los puntos de colocacién va a ser la misma
para ambas variables. En este caso z! = z? = Z; y N} =

Q _
Nji = Nij.
5. Modelos de tuberias Disefiados

A continuacion, se mostrara en detalle la aplicacion de los
métodos de discretizacién y cada uno de los modelos
obtenidos.

5.1 Modelo de Tuberia por el Método de Colocacion
utilizando los puntos de Presion y Flujo

En este primer modelo la tuberia se divide en dos partes, una
primera parte antes de la obstruccion y una segunda parte
después de la misma. Cada una de estas partes consta de dos
secciones de tuberia, en donde se utilizan 3 puntos de
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colocacidn para las presiones (H;) y 3 puntos de colocacién
para los caudales (Q;). Estas dos partes estan unidas por una Ny = Ny | _0- “fp0-2 1o Noi=1
ecuacién que toma en cuenta la obstruccién que se esta ne TR T2/, 02 "
presentando en la tuberia. La Fig. 5 muestra un esquema de 2fy=%3% -2
lo ol d Niz = Nilyopzez/, = 0-7. o0—z 0> Ni;=0 (38)
o planteado. —Z/, 0-z
Nis = Ny i | kS
* = _ —y = = e d =
" "'h l‘*z HTH3 "_“ H5‘=uz 13 1lz=z3=z 0 _ Z/Z 0—2z 13
Rent [ 1 } 1 | R o . -
0 o= & 9 2 Q Asi se desarrolla el resto de los elementos de la matriz (38)
Bomba L 2272 =

Fig. 5. Esquema de Tuberia por el Método de Colocacién.
(Pipe scheme for Collocation Method).

Las ecuaciones de golpe de ariete después de aplicado el
método de colacion fueron mostradas en las ecuaciones (34)

y (35).

Para cada una de las dos partes de la tuberia, el caudal a la
entrada y la presion a la salida seran tomados como
condiciones de frontera (entradas u), y se ensamblaran las
dos secciones de manera que, el caudal calculado en el primer
tramo sirva de entrada para el segundo y la presién calculada
en el segundo tramo sea entrada del primero, agregando una
ecuacion que represente la obstruccién, més especificamente
una ecuacion que relaciona a H; con H; (H; es la presion Hs
pero afectada por el efecto de la obstruccion).

Para el primer tramo de tuberia, los tres puntos de colocacion
se sitdian en:

z3 =12z

Donde z representa la posicidn en la que se encuentra la
obstruccioén.

En general, las funciones de forma pueden expresarse como
se presentan en la ecuacion (32). Las matrices de

coeficientes, que representan las funciones de forma N, son:
N1;; N1, Nigg
Nj; = N1z;1 N1;; Nly; (36)
N1;; N13, N1;;
Desarrollando (36) quedaria:
Z—2y Z—1Z3
Ny(2) = —
zZ—12z; 2y — 237,
Z—21 Z—12Z 3
-4 43
Ny(z) = ——— ——
2(2) 7y — 2y 2 — 7317 (37)
Z—21 Z—12Z 3
-4 — 42
N3(2) =7 —| 4
Z3—Z1 Z— Zy

z2
z3

Evaluando en los puntos de colocacion:

resultando en:

100
N;=10 1 0 (39)
001

Ademas, derivando la matriz (36) para obtener Nj; =

aN]-

, seria:
ox z=z;
1 z-2z z-z 1
Ny = : 2 “
Zy "2y 2y 23 72 7, —Z3l,_,
’ ’ 1 0—z O_Z/Z 1
Nn_N1|z=zl=0—0_Z/20—Z+0_Z/ZO_Z
B 3
= ZZ/ 2/, -2
! r 1 Z_Z 2_ 2 1
N12=N1|z=22=z/2=0—z/2 0-z  0-%/, 0-z (42)
B 1
Tz
1 zZ—Z Z_Z/Z 1 1

Ni2 =Ni|,—pae, = =—
13 1|z—23—z O_Z/ZO_Z+0_Z/20_Z z

Del mismo modo se desarrolla el resto de elementos,
resultando en:

1[-3 -1 1
Nij=—4 0 -4 (42)
-1 1 3

De igual manera a como se hizo con las dos primeras
secciones de tuberia, se deben desarrollar las funciones de
forma para las dos secciones que estan después de la
obstruccion (tanto para H; como para Q;), con la diferencia de
que los puntos de colocacion serian los siguientes:

L—2z
2

z1=0 z2 = z3=L—1z

Las matrices de coeficientes de las funciones de formay sus
derivadas quedan de la siguiente manera:

100 1 [-3 -1 1
Ni=[0 1 0| Np=7;—14 0 -4 (43)
0 0 1 -1 1 3

Luego de determinar las funciones de forma, podemos
desarrollar las ecuaciones que conforman nuestro modelo de
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tuberia. Entonces de las ecuaciones (34) y (35) se obtiene:

2
. c
Hy = —E(—&H +4Q; — Q3)

. A

Qz=—7g2(—H1+H3) ZI);AQZ

z_—ﬁ( uy + Q3)

. A

Qs = 22 (1, — ab, + 3Hy) 03
2

Hz = — gAL = )( 3Q3+4Q4— Q) (44)

S ___Ag F

Qs =-— = )( 3+ Uup) 2DAQ4
2

H4= gA(L Z)( Q3+QS)

Qs=—m(ﬂa—4H4+3uz)

ZDAQS

El caudal Q3, es el caudal Q5 pero afectado por los efectos de
la obstruccidn. La presion Hj, es la presion o la ecuacion que
une las dos partes de la tuberia. En esta ecuacion se
contempla la obstruccion parcial que se esta presentando, la
cual se modela como una obstruccién puntual y cuyo modelo

es el siguiente:
e (, <Ao>2
2gA2? A

Donde: A es el area de seccion transversal de la tuberiay 4,
es el area de la obstruccion.

H; = H; (45)

Laentradau, = Q, es funcion de los parametros de la bomba
y de la restriccion hidrdulica de entrada R,,,;:

e fer

Laentrada u, = Hg se basa en la restriccion de la salida R
(ver Fig. 5):

4’(Rent + CO)( CZ + Hl ent)
Z(Rent + CO)

(46)

Q=

u; = RsalQé + Hatm (47)

5.2 Modelo de Tuberia por Diferencias Finitas

desarrollado en dos Partes

Aqui se presenta el segundo modelo de tuberia, donde las
ecuaciones del golpe de ariete se discretizan con el método
de diferencias finitas, pero usando la misma idea que se
utilizo con el método de colocacion (dividir la tuberia en dos
partes).

Concretamente, el modelo tiene dos tramos de tuberia antes

y después de la obstruccién (como se muestra en la Fig. 5).
Cada uno de estos dos tramos de tuberia, esta unido por una
ecuacion, la cual, contempla la obstruccién puntual que se
presenta en la tuberia, pero el calculo de presiones (H;) y
caudales (Q;), se realiza mediante el método de diferencias
finitas:

. c?
fy = — Q2 —uy
gAZz—Z1
. H, —H, f2
=—Ag—"—— 2
Q: glz—Z1 >pA @2
. c?
i, =— Q3;-0Q;
gA 23— 73
: H3; -H, f;3
=—-Ag—=— 2
Qs 923_22 >pA 93 )
H — C Q4- QS
3 gA 24— 73
: Hy—H; f3
=—Ag——=— 2
Q. 924_23 >pA %4
. c?
i, = - Qs —0Qs3
gA 24— 73
u, — Hj fa
=—A .
Qs 9 ~Z ZDAQS

Donde H; es la ecuacion que une las dos partes de la tuberia
y esta representada por la ecuacion (45).

Asimismo, u; = Q, (ecuacién (46)) es una funcién de
pardmetros de la bomba y la restriccion hidraulica de entrada
R, Del mismo modo, u, (ecuacion (47)) es una funcién de
restriccion hidraulica de salida Rgg;.

6 Ejemplos de Aplicacion

Para ilustrar la aplicacion de la metodologia, se van a
presentar algunos ejemplos de simulacion de obstrucciones
en una tuberia. Estos ejemplos, muestran los dos métodos de
discretizacion.

Para las simulaciones se toman valores numéricos tomados
de un prototipo presentado en (Begovich y col., 2012). Los
pardmetros correspondientes se presentan de forma resumida
en la Tabla 1. Las condiciones normales de operacién que se
consideran son: flujo de entrada Q; = 0.0043m3/s y
presion de salida H,,,; = 3.5m.

Tabla 1. Parametros de la Tuberia.
(Pipeline Parameters).

g(m/s?) c(m/s) A(m?) f(s? L(m)

9.81 379.5415 0.0032 0.0223 85
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6.1 Ejemplo 1: Método de Colocacion

A continuacion se presentan los resultados obtenidos en el
modelo de tuberia discretizado con el método de colocacion
(44). Con el fin de observar el comportamiento del modelo,
al presentarse una obstruccion puntual, se procedié a simular
tres distintos porcentajes de obstruccién, en especifico, se
simularon porcentajes de 75%, 50% y 25% del area de
seccion transversal A, vale decir: A, = 0.254 (75%), 4, =
0.5A (50%)y A, = 0.75A (25%). Los resultados se muestran
en la Fig. 6.

0’ Caudal de Envada y de Salda Presion e Envaday de Salda

a9

Qi
H

% E E s %5 s w5 25 ES EH
imets) me (5

Fig. 6a. Obstruccion

et e 6)

Fig. 6b. Obstruccion de un 50% (4, = 0.54)

xio® CumceEnmdydesuin  pen o Envaday do salida

tempots) oo )

Fig. 6¢. Obstruccion de un 25% (4, = 0.754)
Fig. 6. Simulacion de obstrucciones Método de Colocacion
(Blockages Simulation by Collocation Method).

Cuando en una tuberia real se produce una obstruccién, se
generan ciertos cambios, tanto en el flujo como en la presion.
Especificamente, la obstruccion va a producir una
disminucion del flujo a lo largo de toda la tuberia, un
incremento en la presion de entrada, y una disminucion de la
presion de salida aguas abajo de la obstruccion.

Si se observa la Fig. 6, puede notarse como este primer
modelo (44), reproduce estos fenémenos descritos en el
parrafo anterior, es decir, se observa que el Q,,; asi como el
Q.n, disminuyen por el efecto de la obstruccion, mientras que

la Hy, disminuye y la H,, aumenta aguas arriba de la
obstruccion. En las Fig. 6a a la 6¢, puede observarse como
esos cambios en los caudales y las presiones, se acentlian a
medida que se incrementa el porcentaje de obstruccion de la
seccion trasversal (A4). La Fig. 6a, muestra el comportamiento
cuando se presenta una obstruccién de un 75% (4, =
0.25A), en esta figura, puede verse que es donde se presenta
una mayor reduccion de los caudales, y también donde se
presenta una mayor disminucién de la presién Hg,; asi como
un mayor incremento de la presion H,,,. La Fig. 6¢, muestra
una obstruccién de un 25% (A, = 0.754), en esta figura
puede observarse que, es en donde la obstruccion afecta
menos los cambios de los caudales y las presiones (tanto en
los incrementos de los respectivos valores, como en la
disminucion de los mismos). La Fig. 6b muestra una
obstruccion de un 50% (A4, = 0.5A4), este seria el punto
intermedio del comportamiento de los distintos valores de
caudales y presiones, y el modelo (44) los reproduce de
buena manera.

6.2 Ejemplo 2: Método de Diferencias Finitas en dos
Partes

Para el caso del modelo por diferencias finitas en dos partes
(48), se realiz6 una simulacion con las mismas caracteristicas
que para el método de colocacién, es decir, se simularon
obstrucciones que van desde un 75% hasta un 25% (punto
intermedio un 50% de obstruccién) y se obtuvieron los
resultados mostrados en la Fig. 7.

|

|

|

| | -
| |

L St )

Fig. 7a. Obstruccion de un 75% (4, = 0.254)

W E) Bl 63 E) W E) EY B B
tempas) tempos)

Fig. 7b. Obstruccion de un 50% (4, = 0.54)
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Fig. 7c. Obstruccion de un 25% (4, = 0.754)
Simulacién de obstrucciones por el Método de Diferencias Finitas.
(Blockages Simulation by Finite Difference Method).

En esta figura, se ve que el modelo (48) cumple con los
requerimientos o comportamientos de una tuberia real
cuando se presenta una obstruccidn: disminucién de Qg,; Y
Qent, disminucién de Hy,; ¥ aumento de H,,;. lgualmente,
en las Fig. 7a a la 7c, puede observarse como los cambios en
los caudales y las presiones, se ven acentuados cuando el
porcentaje de obstruccion de la seccion trasversal (A4) es
mayor.

Una diferencia que se observa en esta Fig. 7 (modelo por
diferencias finitas) con respecto de la Fig. 6 (modelo por
colocacion), es que la presion de entrada H,,, es mas
oscilatoria. Igualmente sucede (mas oscilaciéon) con los
caudales de entrada y salida.

Conclusiones

En este articulo se presentaron dos modelos matematicos de
una tuberia para realizar simulacion de obstrucciones. Los
dos modelos, fueron obtenidos por la discretizacion de las
ecuaciones de golpe de ariete, a través, de dos métodos. El
primer modelo se obtuvo con el Método de Colocacion. El
comportamiento de este primer modelo, fue acorde al
comportamiento de una tuberia real, cuando se presenta una
obstruccion, ya que el mismo, mostro como los caudales
(Qent Y Qsqr) disminuyen cuando se presenta la obstruccion,
asi mismo, mostro un aumento de la presién (H,,;) aguas
arriba de la obstruccion, y una disminucién de la presion
(Hsq;) aguas abajo de la misma. lgualmente, pudo observarse
(Fig. 6a, 6b y 6¢) como esos cambios en caudales y presiones,
se acentlan a medida que se incrementa el porcentaje de
obstruccién de la seccion trasversal de la tuberia. El segundo
modelo, se obtuvo con el método de diferencias finitas, aqui
también pudo observarse (Fig. 7) como este segundo modelo,
reproduce los cambios que se presentan en una tuberia real,
disminucion en: Qqu;, Qent» Hsq; Y UN aumento en H,,;.
Finalmente, se observé una diferencia en el comportamiento
de los dos modelos. ElI segundo modelo (modelo por
diferencias finitas), presenta un comportamiento mas
oscilatorio en H,p,; Y Qsars Qent, COMparado con la presion de
entrada y los caudales del primer modelo (modelo por
colocacion).
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