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Resumen 

 

En este trabajo se presenta el modelado matemático de una tubería para simular obstrucciones. Inicialmente, se muestra el 

modelado matemático de fallas en una tubería, específicamente las obstrucciones. Este modelado se muestra de tres formas: 

obstrucción puntual, tramo obstruido, fenómeno de contracción y expansión. Luego, se presentan dos modelos matemáticos 

de la tubería, los cuales se obtienen con la discretización de las ecuaciones del Golpe de Ariete (Water Hammer Equations). 

El primer modelo, se obtiene discretizando las ecuaciones con el Método de Colocación. Aquí, se divide en dos partes la 

tubería, y estas se unen por la ecuación que modela matemáticamente la obstrucción que se está presentando. Luego, se 

muestra el segundo modelo de tubería, el cual se obtiene con el Método de Diferencias Finitas, utilizando la misma idea del 

primer modelo (dividir la tubería en dos partes). Por último, se muestran los resultados de la simulación de diferentes 

porcentajes de obstrucción, en cada uno de los modelos. 

 

Palabras clave: Modelado de fallas, Modelado de obstrucciones, Método colocación, Método diferencias finitas, Simulación 

de obstrucciones. 

 

Abstract 

 

This paper presents the pipeline mathematical modeling to simulate blockages. Initially, the pipeline faults mathematical 

modeling specifically blockages are shown. This modeling is shown in three ways: partial blockage, blocked section, 

contraction and expansion phenomenon. Then, two pipeline mathematical models are presented, which are obtained with the 

Water Hammer Equations discretization. The first model is obtained by discretizing equations with the Collocation Method. 

Here, the pipe is divided into two parts, and these are joined by equation that mathematically models the blockage that is 

presenting in pipe. After that, the second pipeline model is shown, which is obtained with the Finite Difference Method, using 

same idea of the first model (pipeline divided in two parts). Finally, simulation results for different percentages blockage in 

each of models are shown. 

 

Keywords: Fault modeling, Blockage modeling, Collocation method, Finite difference method, Blockage simulation. 
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1. Introducción 

 

Las obstrucciones son un problema común en las redes de 

tuberías (sistemas de transporte de fluidos), ya sea en las 

industrias de energía, química, petróleo, agua, etc. Una 

obstrucción puede formarse por medios químicos, físicos, 

ubicación de depósitos o algún tipo de negligencia como el 

cierre parcial de una válvula. Estas reducen la eficiencia 

operativa de un sistema de tuberías, pero también pueden 

causar graves daños en la seguridad de estos (Guillen, 2016). 

Cuando una tubería está sometida a una obstrucción, el 

funcionamiento de la misma se ve perturbado, pudiéndose 

generar aumento de la energía requerida para el funciona-

miento de la misma. Como consecuencia se produce una 

disminución de la calidad del servicio prestado por la tubería, 

e incluso se podría producir una ruptura brusca, por aumento 

excesivo de la presión. Las razones descritas anteriormente, 

crean una motivación para el estudio de las obstrucciones y 

adicionalmente extiende el interés en desarrollar sistemas de 

detección y localización de obstrucciones. Existen diversas 

investigaciones en esta área, entre las cuales podemos hacer 

referencias a algunas: (Wang y col., 2005; Lee y col., 2008; 

Ma y col., 2007; Guillén y col., 2014), otras más recientes 

serian: (Gurav y col., 2020; Wu y col., 2022; Datta y col., 

2016). En el presente trabajo se va modelar un tipo particular 

de fallas en las tuberías, en específico obstrucciones, y con 

este modelado, desarrollar dos modelos de tubería que 

permitan simular el comportamiento de una tubería cuando 

se presenta una obstrucción. 

 

2. Modelado de la Tubería a través de las Ecuaciones de 

Golpe de Ariete 

 

Las ecuaciones del golpe de ariete son el modelo clásico que 

describe los fenómenos no estacionarios en una tubería para 

un flujo de fluido incompresible (Souza y col., 2000; 

Chaudry, 2014). Estas corresponden a un par de ecuaciones 

diferenciales parciales hiperbólicas no lineales (Steven y col., 

1988), que representan la ecuación de continuidad y la 

ecuación de momento en una tubería, que pueden resumirse 

como sigue: 

 

𝝏𝑯(𝒛, 𝒕)

𝝏𝒕
+

𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝝏𝑸(𝒛, 𝒕)

𝝏𝒛
= 𝟎

𝟏

𝑨

𝝏𝑸(𝒛, 𝒕)

𝝏𝒕
+ 𝒈

𝝏𝑯(𝒛, 𝒕)

𝒅𝒛
+ 𝑱(𝑸(𝒛, 𝒕)) = 𝟎

 (1) 

 

Donde: 

𝑧 denota la coordenada espacial unidimensional [𝑚], 

𝑡 es el tiempo [𝑠], 

𝐻(𝑧, 𝑡) carga de presión [𝑚], 

𝑄(𝑧, 𝑡) flujo en la tubería [𝑚3/𝑠],  

𝐴 área de sección transversal de la tubería [𝑚2], 

𝑔 aceleración de gravedad [𝑚/𝑠2], 

𝑐 velocidad de la onda de presión [𝑚/𝑠], y  

𝐽 las pérdidas por fricción que afectan a la dinámica del fluido 

dentro de la tubería. 

 

Clásicamente, 𝐽 se expresa bajo forma estacionaria dada por: 

 

𝑱 = 𝑱𝒔 =
𝒇𝑸|𝑸|

𝟐𝑫𝑨𝟐
 (2) 

 

Donde 𝑓 corresponde al coeficiente de fricción de Darcy-

Weisbach. 

 

2.1 Modelado de la Fricción 

 

En la mayoría de los enfoques de detección y localización de 

fallas en tuberías, basados en modelos, este coeficiente 𝑓 se 

considera una constante, aunque a veces se actualiza cuando 

se detecta una fuga o una obstrucción (fallas en tuberías). 

Pero en realidad, se sabe que este coeficiente depende del 

número de Reynolds (𝑅𝑒) y del coeficiente de rugosidad de 

la tubería (𝑒). La relación implícita de Colebrook (Potter y 

col., 2002) describe este coeficiente para una tubería de 

sección circular de diámetro (D) como: 

 

𝟏

√𝒇
= 𝟎. 𝟖𝟔 𝐥𝐧 (

𝟏

𝟑. 𝟕

𝒆

𝑫
+

𝟐. 𝟓𝟏

𝑹𝒆√𝒇
) (3) 

 

Donde el número de Reynolds puede ser calculado como: 

 

𝑹𝒆 =
𝝆𝑽𝑫

𝝁
=

𝟒𝝆𝑸

𝝅𝑫𝝁
 (4) 

 

𝝆 es la densidad del fluido y 𝝁 es la viscosidad del mismo. 

 

La ecuación (3) no es fácil de implementar, ya que requiere 

de una serie de iteraciones para el cálculo de 𝑓. En (Dulhoste, 

2011) se señala que se puede utilizar una aproximación 

explicita conocida como la ecuación de Swamee-Jain, la cual 

se escribe de la siguiente manera: 

 

𝒇 = 𝟏. 𝟑𝟐𝟓 {𝐥𝐧 [𝟎. 𝟐𝟕 (
𝒆

𝑫
) + 𝟓. 𝟕𝟒 (

𝟏

𝑹𝒆
)

𝟎.𝟗

]}

−𝟐

 (5) 

 

Esta ecuación es válida para 10−8 < 𝑒/𝐷 < 0.01 y 5000 <
𝑅𝑒 < 108. 

 

Para un modelado más completo de la fricción, se pueden 

adicionar algunas pérdidas por fricción no estacionarias 𝐽𝑢 

(conocidas como 𝐽 = 𝐽𝑠 + 𝐽𝑢 en la ecuación (1)), según el 

modelo siguiente: 

 

𝑱𝒖 =
𝒌

𝟐𝑨
(

𝝏𝑸

𝝏𝒕
+ 𝒄𝜱𝑨 |

𝝏𝑸

𝝏𝒛
|) (6) 

 

Donde ΦA = sgn(𝑄) y 𝑘  denota el coeficiente de Brunone, 
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el cual puede calcularse con: 

 

𝒌 = √𝟎. 𝟎𝟒𝟕𝟔 /𝟐           para flujo laminar 

𝒌 = (√
𝟕.𝟒𝟏

𝑹𝒆𝒍𝒐𝒈(𝟏𝟒.𝟑/𝑹𝒆𝟎.𝟎𝟓) 
) /𝟐 para flujo turbulento. 

(7) 

 

Tomando en consideración los dos términos de pérdidas por 

fricción, las ecuaciones de la tubería pasan a ser: 

 
𝝏𝑯

𝝏𝒕
= −

𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝝏𝑸

𝝏𝒛

𝝏𝑸

𝝏𝒕
=

𝟏

(𝟐 + 𝒌)
(−𝟐𝒈𝑨

𝝏𝑯

𝒅𝒛
− 𝒄𝚽𝑨𝒌 |

𝝏𝑸

𝝏𝒛
| −

𝒇𝑸|𝑸|

𝑫𝑨
)

 (8) 

 

donde los coeficientes 𝑓 y 𝑘 pueden calcularse en cualquier 

instante de tiempo. Si se omiten las pérdidas por fricción no 

estacionarias, 𝑘 = 0. 

 

En (Dulhoste, 2011) se demuestra que para la Detección y 

Aislamiento de Fugas (LDI) la mejor formulación es el uso 

de un coeficiente de fricción variable sin pérdidas no 

estacionarias. El modelo con un coeficiente de fricción 

constante está limitado a aplicaciones de flujo casi constante, 

y por lo tanto no se recomienda para sistemas reales, mientras 

que la formulación no estacionaria hace la estructura LDI 

más compleja, sin mejorar significativamente las 

estimaciones de fugas. Por este motivo, en este trabajo 

utilizaremos la formulación recomendada, y no se tomara en 

cuenta las pérdidas no estacionarias. De manera concreta, se 

utilizarán las ecuaciones (9): 

 

𝝏𝑯

𝝏𝒕
= −

𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝝏𝑸

𝝏𝒛

𝝏𝑸

𝝏𝒕
= −𝒈𝑨

𝝏𝑯

𝒅𝒛
−

𝒇𝑸|𝑸|

𝟐𝑫𝑨

 (9) 

 

3. Modelos de Fallas en una Tubería 

 

Concretamente en una tubería se pueden presentar dos tipos 

de fallas, las cuales son: fugas y obstrucciones. En este 

trabajo se presenta solamente el modelado de obstrucciones; 

estudios referentes al modelado de fugas pueden ser vistos en 

(Guillén y col., 2015). 

 

3.1 Modelado de Obstrucciones 

 

En este trabajo se presentan tres posibles formas en que 

puede ser modelada una obstrucción en una tubería (Guillen, 

2016). Las tres formas de modelado son las siguientes: 

 

3.1.1 Modelado de una Obstrucción Puntual 

 

Una obstrucción puntual puede modelarse tal como se 

modela una placa orificio (Chaudry, 2014); en un punto 

específico 𝒛𝒐 hay algo que reduce el área de flujo, como 

ocurre con una placa orificio. Cuando se produce una 

obstrucción puntual en una posición 𝒛𝒐 se produce un cambio 

en la presión 𝐻𝑖 (segunda ecuación de (9)). 

 

H2H1 Hn

Q1 Q2
Qn

H2
*

zo

A Ao

 

Fig. 1. Obstrucción puntual. 
(Partial blockage). 

 

La Fig. 1 muestra un esquema de una tubería dividida en dos 

secciones. En esta figura, la obstrucción se presenta en la 

zona central, la presión 𝑯𝟐 sufre un cambio en su valor y 

ahora va a cambiar a 𝑯𝟐
∗ . Si se aplica la ecuación de Bernoulli 

en conjunto con la ecuación de Continuidad, entre el punto 2 

(justo antes de la obstrucción) y el punto 𝟐∗ (justo después de 

la obstrucción), se obtiene una expresión que relaciona los 

caudales, las presiones y por supuesto los cambios de áreas 

que son los que representan la obstrucción. 

 

Aplicando la ecuación de Bernoulli entre 𝑯𝟐 y 𝑯𝟐
∗  quedaría: 

 

𝑯𝟐 +
(𝑽𝟐)𝟐

𝟐𝒈
+ 𝒛𝟐 + 𝒉𝑾 − 𝒉𝑳 =𝑯𝟐

∗ +
(𝑽𝟐

∗ )𝟐

𝟐𝒈
+ 𝒛𝟐

∗  (10) 

 

Donde 𝐻 es la altura o carga de presión del fluido, 𝑉 es la 

velocidad del fluido, 𝜌 es la densidad del fluido, 𝑧 es la cota 

a la que se encuentran los puntos 2  y 2∗ , ℎ𝑊 representa los 

aportes de energía en el tramo por bombas o turbinas, y ℎ𝐿 

representa las pérdidas en el tramo. Como las cotas 𝑧2 y 𝑧2
∗ 

son iguales, y los aportes de energía por bombas y/o turbinas 

no existen (en este caso son cero), entonces se obtiene: 

 

𝑯𝟐 +
(𝑽𝟐)𝟐

𝟐𝒈
− 𝒉𝑳 =𝑯𝟐

∗ +
(𝑽𝟐

∗ )𝟐

𝟐𝒈
 (11) 

 

Igualmente, por continuidad (conservación de la masa) se 

tiene que: 

 

𝝆𝟐𝑽𝟐𝑨 = 𝝆𝑽𝟐
∗ 𝑨𝒐 (12) 

 

Donde 𝐴 es el área de la sección transversal de la tubería y 

𝐴𝑜 es el área de sección transversal de la obstrucción. Por lo 

cual, 𝑉2
∗  =

𝑉2 𝐴

𝐴𝑜 
, utilizando la expresión (11) junto con (12) 

obtenemos: 

 

𝑯𝟐
∗ = 𝑯𝟐 +

(𝑽𝟐)𝟐

𝟐𝒈
(𝟏 − (

𝑨

𝑨𝒐
)

𝟐

) − 𝒉𝑳 (13) 

 

Ahora expresándolo en función del flujo volumétrico 𝑸𝟐 =
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𝑽𝟐𝑨: 

 

𝑯𝟐
∗ = 𝑯𝟐 +

𝑸𝟐
𝟐

𝟐𝒈𝑨𝟐
(𝟏 − (

𝑨

𝑨𝒐

)
𝟐

) − 𝒉𝑳 (14) 

 

El término ℎ𝐿 que representa las pérdidas de presión, es 

difícil de obtener analíticamente, ya que, es función del 

caudal y de las condiciones geométricas del flujo, vale decir, 

de la geometría de la obstrucción, por lo cual, para efectos 

prácticos en el caso de una placa de orificio, suele sustituirse 

por un coeficiente de descarga 𝐶𝑑, el cual representa en el 

cálculo del caudal que: 

 

𝑸𝑹 = 𝑪𝒅𝑸 (15) 

 

Lo que quiere decir que debido a las pérdidas, el caudal real 

𝑄𝑅 será inferior al caudal teórico 𝑄. Entonces, corrigiendo el 

valor teórico 𝑄 al multiplicarlo por el coeficiente  𝐶𝑑, se 

puede suprimir el término de sustracción ℎ𝐿. De esta forma 

la expresión (14) se reescribe como: 

 

𝑯𝟐
∗ = 𝑯𝟐 +

𝑸𝟐
𝟐

𝟐𝒈𝑪𝒅𝑨𝟐
(𝟏 − (

𝑨

𝑨𝒐
)

𝟐

)  (16) 

 

Tanto el coeficiente de descarga  𝐶𝑑 como el término de 

pérdidas ℎ𝐿, requieren información adicional para determinar 

su valor. Esta información adicional podría ser por ejemplo, 

la forma y la longitud de los cambios de geometría, por lo 

tanto, para este trabajo y sus correspondientes simulaciones 

se tomará un 𝐶𝑑 = 1, lo cual es equivalente a un ℎ𝐿 = 0, por 

tanto, no se consideran las pérdidas de presión. Dicho de otra 

forma, se está haciendo una aproximación, con el objeto de 

simplificar la presentación de las ecuaciones. Esta 

simplificación implica, que el valor de la obstrucción 

obtenida no será exacto, sino que se obtendrá una obstrucción 

de la tubería más grande, o lo que es lo mismo un área de 

obstrucción (área de paso del flujo) más pequeña que la real. 

 

En un caso real, se podrían utilizar métodos para determinar 

un valor aproximado de la pérdida y obtener un valor de 

obstrucción más cercano al real, pero esto no cambiaría en 

nada la metodología presentada en este trabajo. 

 

3.1.2 Modelado de un Tramo Obstruido 

 

Esta es la segunda forma en que se modela una obstrucción. 

En el modelado de un tramo obstruido se contempla la 

reducción del área de sección transversal de la tubería en una 

longitud que se denomina 𝑙𝑜. La tubería se divide en tres 

secciones para definir una sección “central”, que es donde se 

presenta la obstrucción y, en donde ésta, puede abarcar una 

longitud 𝑙𝑜 grande o pequeña. 

 

En la Fig. 2, se puede ver un esquema de la tubería. La 

obstrucción está representada por el achurado tal como se 

muestra a continuación: 

 
H1

Q1

H0+1H0

Q0+1

Hn

QnQ0

A Ao

lo

L

Q0+2

H0+2

z1 z0+1
znz0 z0+2

 
Fig. 2. Tramo obstruido. 
(Blockaged pipe section). 

 

Para modelar matemáticamente la obstrucción, se sustituye 

el área de sección transversal 𝐴 de la tubería, por un área 

reducida en un cierto porcentaje del área 𝐴, es decir, el área 

de obstrucción es 𝐴𝑜 y corresponde a un porcentaje del área 

𝐴; por lo tanto, de acuerdo a como está divida la tubería las 

siguientes ecuaciones deben ser acopladas al resto de 

ecuaciones del modelo de la tubería: 

 

�̇�𝟎 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨𝒐

𝑸𝟎+𝟏 − 𝑸𝟎  

𝒍𝒐
 

�̇�𝟎+𝟏 = −𝑨𝒐𝒈
𝑯𝟎+𝟏 − 𝑯𝟎

𝒍𝒐
−

𝒇𝟎+𝟏

𝟐𝑫𝑨𝒐
𝑸𝟎+𝟏|𝑸𝟎+𝟏| 

�̇�𝟎+𝟏 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝑸𝟎+𝟐 − 𝑸𝟎+𝟏  

𝒛𝟎+𝟐 − 𝒛𝟎+𝟏
 

�̇�𝟎+𝟐 = −𝑨𝒈
𝑯𝟎+𝟐 − 𝑯𝟎+𝟏

𝒛𝟎+𝟐 − 𝒛𝟎+𝟏
−

𝒇𝟎+𝟐

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟎+𝟐|𝑸𝟎+𝟐| 

(17) 

 

En el sistema (17) se observa como en la expresión �̇�0 y �̇�0+1 

se ha sustituido el valor del área 𝐴 por el valor de la 

obstrucción 𝐴𝑜. 

 

3.1.3 Modelado de la Obstrucción considerando el 

Fenómeno de Contracción y Expansión 

 

Este es el tercer modelo, el cual de alguna manera está basado 

en el modelo de un tramo obstruido. Aquí se toma en cuenta 

los dos fenómenos que ocurren en los dos bordes (o extremos 

del tramo obstruido), donde al principio, existe una 

contracción en la sección transversal de la tubería (desde 𝐴 

hasta 𝐴𝑜) y luego, al final del tramo obstruido ocurre una 

expansión (desde 𝐴𝑜 hasta 𝐴), tal como se muestra en la Fig. 

3. 

 
H1

Q1

H0+1H0

Q0+1

Hn

QnQ0

A Ao

lo

L

Q0+2

H0+2

z1 z0+1
znz0 z0+2

H
*
0 H

*
0+1

 
Fig. 3. Fenómeno de contracción y expansión. 
(Contraction and expansion phenomenon). 

 

Las ecuaciones (18) describen la dinámica de las presiones y 
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de los flujos antes de la obstrucción (𝐻0 y 𝑄0+1) y después 

de la misma (𝐻0+1 y 𝑄0+2). 

 

𝑯𝟎
̇ = −

𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝑸𝟎+𝟏 − 𝑸𝟎  

𝒍𝒐
 

�̇�𝟎+𝟏 = −𝑨𝒈
𝑯𝟎+𝟏 − 𝑯𝟎

∗

𝒍𝒐
−

𝒇𝟎+𝟏

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟎+𝟏|𝑸𝟎+𝟏| 

�̇�𝟎+𝟏 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝑸𝟎+𝟐 − 𝑸𝟎+𝟏  

𝒛𝟎+𝟐 − 𝒛𝟎+𝟏
 

�̇�𝟎+𝟐 = −𝑨𝒈
𝑯𝟎+𝟐 − 𝑯𝟎+𝟏

∗

𝒛𝟎+𝟐 − 𝒛𝟎+𝟏
−

𝒇𝟎+𝟐

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟎+𝟐|𝑸𝟎+𝟐| 

(18) 

 

Donde 𝐻0
∗ y 𝐻0+1

∗  son las presiones antes y después de la 

obstrucción respectivamente; éstas se calculan utilizando la 

ecuación de Bernoulli y continuidad tal como se hizo en la 

sección 3.1.1 (Modelado de una Obstrucción Puntual) 

quedando de la siguiente manera: 

 

𝑯𝟎
∗ = 𝑯𝟎 +

𝑸𝟎
𝟐

𝟐𝒈𝑨𝟐
[𝟏 − (

𝑨

𝑨𝒐
)

𝟐

]  

(19) 

𝑯𝟎+𝟏
∗ = 𝑯𝟎+𝟏 +

𝑸𝟎+𝟏
𝟐

𝟐𝒈𝑨𝒐
𝟐

[𝟏 − (
𝑨𝒐

𝑨
)

𝟐

]  

 

Luego, las ecuaciones (19) se sustituyen en (18), para de esta 

manera obtener un modelo de tubería que representa el 

fenómeno de contracción y expansión que se está 

presentando debido a la obstrucción. 

 

4. Discretización espacial para Q y H 

Las ecuaciones (9) son conocidas como la forma simplificada 

de las ecuaciones gobernantes para flujo transitorio en 

conductos cerrados, y representan un conjunto de ecuaciones 

diferenciales parciales no lineales e hiperbólicas, que no 

tienen solución exacta. Estas ecuaciones se resuelven 

habitualmente utilizando algún método numérico. Existen 

varios métodos para obtener una solución a este tipo de 

sistemas. Uno de los más utilizados es el método de 

diferencias finitas (debido a su simplicidad para el modelado 

unidimensional); este método ha sido utilizado en la de 

detección y localización de fugas en tuberías (Torres y col., 

2008; Torres y col., 2011; Besancon y col., 2007). Asimismo, 

existe otro método, poco utilizado en sistemas hidráulicos, 

que también tiene la ventaja de ser simple y adecuado para 

simulaciones unidimensionales; este es el Método de 

Colocación (Villadsen y col., 1995; Fletcher, 2006). 

 

En el presente trabajo se muestra la discretización de las 

ecuaciones del golpe de ariete mediante el Método de 

Colocación, con el fin de obtener un modelo de tubería, que 

permita realizar simulación de obstrucciones. 

 

 

 

4.1 Discretización por el Método de Colocación 

 

El método de colocación, es un método de solución numérica 

de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de 

contorno. Este método resuelve discretamente ecuaciones 

diferenciales parciales, buscando una solución aproximada lo 

suficientemente confiable. 

 

Este método pertenece a un grupo de métodos conocidos 

como Métodos de los Residuos Ponderados (siglas en ingles 

MWR), y cuyo principio consiste en aplicar a puntos 

particulares del dominio residuos ponderados, donde se 

aproxima el valor de la ecuación diferencial, a los valores 

obtenidos por una función, que generalmente tiene forma 

polinómica (Fletcher, 2006). 

 

En el método de colocación las funciones de ponderación son 

de la forma: 

 

𝑾𝒌(𝒛) = 𝜹(𝒛 − 𝒛𝒌)     (20) 

 

Donde 𝛿 es la función impulso o delta de Dirac y 𝑧1,…, 𝑧𝑛  
son las coordenadas de los puntos de colocación que se 

distribuyen en el dominio. Esto implica que las funciones de 

forma (o de prueba) se evalúan solo en cada punto de 

colocación, pues para el resto del dominio las funciones de 

ponderación en forma de delta de Dirac hacen que el residuo 

sea cero. 

 

Un punto importante de señalar con relación a este método, 

es la elección de los puntos de colocación. En (Villadsen y 

col., 1995) se mostró que cuando los puntos de colocación 

son colocados en las raíces de los polinomios ortogonales 

como por ejemplo los de Jacobi o Legendre, el método 

produce resultados con mayor precisión. Cuando esto sucede 

el método se llama "Método de Colocación Ortogonal". 

Igualmente, se señala que el método de colocación ortogonal 

puede ser visto como un método análogo-discreto del método 

de Galerkin. Sus pruebas muestran que tiene una precisión 

casi igual al método de Galerkin. Sin embargo, el método de 

colocación es más sencillo de implementar. 

 

4.2 Aplicación del Método de Colocación a las 

Ecuaciones de Golpe de Ariete 

 

El Método de Colocación aplicado a las ecuaciones de golpe 

de ariete consiste en realizar una aproximación de la sección 

a modelar mediante una función de polinomios 𝑁𝑗(𝑧𝑖), 

evaluados en los puntos de colocación (𝑧𝑖). Para ello se debe 

escoger un número 𝑛 de puntos de colocación y por cada 

punto se puede hacer la siguiente aproximación: 
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𝑯𝒂(𝒛𝒊, 𝒕) = ∑ 𝑯𝒋(𝒕)𝑵𝒋(𝒛𝒊)

𝒏

𝒋=𝟏

 (21) 

𝑸𝒂(𝒛𝒊, 𝒕) = ∑ 𝑸𝒋(𝒕)𝑵𝒋(𝒛𝒊)

𝒏

𝒋=𝟏

 (22) 

 

Donde: 

 

�̅� = {𝑸𝒋(𝒕)} y �̅� = {𝑯𝒋(𝒕)} son los coeficientes a calcular. 

 

𝑁𝑗(𝑧) denotan las funciones de forma elegidas, las cuales son 

evaluadas en 𝑧𝑖. 

 

𝐻𝑎 y 𝑄𝑎 son los valores aproximados de las variables, los 

cuales simplificando la notación podemos escribir de la 

siguiente manera: 

 
𝑯𝒂(𝒛𝒊, 𝒕) = 𝑯𝒂𝒊

, 𝑸𝒂(𝒛𝒊, 𝒕) = 𝑸𝒂𝒊
, 𝑯𝒋(𝒕) = 𝑯𝒋 y 𝑸𝒋(𝒕) = 𝑸𝒋 

 

Ahora, escribiendo las ecuaciones de Golpe de Ariete (9) en 

función de los valores aproximados de las variables, para 

cada uno de los puntos de colocación seleccionados, se 

generará un residuo, ya que al ser valores aproximados la 

igualdad a cero no se cumple exactamente: 

 

𝝏𝑯𝒂𝒊

𝝏𝒕
+

𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝝏𝑸𝒂𝒊
  

𝝏𝒛
= 𝑹𝟏(𝒛𝒊, �̅�, �̅�) 

 

𝝏𝑸𝒂𝒊

𝝏𝒕
+ 𝑨𝒈

𝝏𝑯𝒂𝒊

𝝏𝒛
+

𝒇

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝒂𝒊

𝟐 = 𝑹𝟐(𝒛𝒊, �̅�, �̅�) (23) 

 

para 𝒊 = 𝟏, … , 𝒏 
 

 

Donde 𝑅1(𝑧𝑖 , �̅�, �̅�) y 𝑅2(𝑧𝑖 , �̅�, �̅�) representan el valor de los 

residuos. 

 

Para que las ecuaciones aproximadas representen 

correctamente las ecuaciones exactas, los residuos deben ser 

lo más cercano posible a cero. En el sistema (23) obtenemos 

dos ecuaciones con dos incógnitas �̅� y �̅�, para cada punto de 

colocación: 

 

𝑹𝟏(𝒙𝒊, �̅�, �̅�) = 𝟎 
(24) 

𝑹𝟐(𝒙𝒊, �̅�, �̅�) = 𝟎 
 

Sustituyendo (24) en (23) obtenemos una forma aproximada 

de las ecuaciones: 

 

𝝏𝑯𝒂𝒊

𝝏𝒕
+

𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝝏𝑸𝒂𝒊
  

𝝏𝒛
= 𝟎 

(25) 
𝝏𝑸𝒂𝒊

𝝏𝒕
+ 𝑨𝒈

𝝏𝑯𝒂𝒊

𝝏𝒛
+

𝒇

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝒂𝒊

𝟐 = 𝟎 

 

Los términos 𝑁𝑗(𝑧𝑖) dependen solo de 𝑧𝑖 y los coeficientes 

𝐻𝑗 y 𝑄𝑗 dependen solamente de 𝑡. Es posible entonces 

simplificar la ecuación mediante la derivación de los 

términos correspondientes, siendo los términos 𝑁𝑗(𝑧𝑖) 

constantes una vez que se introducen los puntos de 

colocación para una función de forma dada, por lo tanto, es 

posible escribir una matriz 𝑁𝑗𝑖 de valores constantes y de 

igual manera para las derivadas con respecto a 𝑧 en la matriz 

 𝑁𝑗𝑖
′ , tal como: 

 

[𝑵𝒋𝒊]𝟏≤𝒊,𝒋≤𝒏

= [

𝑵𝟏(𝒙𝟏) 𝑵𝟏(𝒙𝟐) … 𝑵𝟏(𝒙𝒏)
𝑵𝟐(𝒙𝟏) 𝑵𝟐(𝒙𝟐) … 𝑵𝟐(𝒙𝒏)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑵𝒏(𝒙𝟏) 𝑵𝒏(𝒙𝟐) … 𝑵𝒏(𝒙𝒏)

] 
(26) 

 

Las derivadas con respecto de 𝑧 de la función de forma, 

evaluadas en 𝑧𝑖, son los elementos de la siguiente matriz: 

 

[𝑵𝒊𝒋
′ ]

𝟏≤𝒊,𝒋≤𝒏
= [

𝝏𝑵𝒊𝒋

𝝏𝒛
(𝒛𝒊)]

= [

𝑵𝟏
′ (𝒛𝟏) 𝑵𝟏

′ (𝒛𝟐) … 𝑵𝟏
′ (𝒛𝒏)

𝑵𝟐
′ (𝒛𝟏) 𝑵𝟐

′ (𝒛𝟐) … 𝑵𝟐
′ (𝒛𝒏)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑵𝒏

′ (𝒛𝟏) 𝑵𝒏
′ (𝒛𝟐) … 𝑵𝒏

′ (𝒛𝒏)

] 

(27) 

 

Por otro lado, las derivadas espaciales y temporales de las 

sumatorias (21) y (22) son expresadas por: 

 
𝝏𝑯𝒂(𝒛𝒊, 𝒕)

𝝏𝒛
= 𝑯𝒋(𝒕)𝑵𝒋𝒊

′ ;  
𝝏𝑸𝒂(𝒛𝒊, 𝒕)

𝝏𝒛
= 𝑸𝒋(𝒕)𝑵𝒋𝒊

′  

𝝏𝑯𝒂(𝒛𝒊, 𝒕)

𝝏𝒕
= �̇�𝒋(𝒕)𝑵𝒋𝒊;  

𝝏𝑸𝒂(𝒛𝒊, 𝒕)

𝝏𝒕
= �̇�𝒋(𝒕)𝑵𝒋𝒊 

(28) 

 

Entonces, con la sustitución de (28) en las ecuaciones de 

derivadas parciales, el nuevo sistema se puede escribir como: 

 

∑ �̇�𝒋(𝒕)𝑵𝒋𝒊(𝒛𝒊)

𝒏

𝒋=𝟏

= −
𝒄𝟐

𝒈𝑨
∑ 𝑸𝒋𝑵𝒋𝒊

′

𝒏

𝒋=𝟏

(𝒛𝒊) (29) 

 

∑ �̇�𝒋(𝒕)𝑵𝒋𝒊(𝒛𝒊)

𝒏

𝒋=𝟏

= −𝑨𝒈 ∑ 𝑯𝒋𝑵𝒋𝒊
′

𝒏

𝒋=𝟏

(𝒛𝒊)

−
𝒇

𝟐𝑫𝑨
(∑ 𝑸𝒋𝑵𝒋𝒊(𝒛𝒊)

𝒏

𝒋=𝟏

)

𝟐

 

(30) 

 

Se ha transformado un sistema de dos ecuaciones 

diferenciales parciales no lineales, con dos incógnitas, en un 

sistema de 2𝑛 ecuaciones diferenciales ordinarias con 2𝑛 

incógnitas, siendo 𝑛 el número de puntos de colocación. 

Ahora este nuevo sistema puede resolverse con un método 

tradicional de ecuaciones diferenciales. 

 

Para implementar el método de colocación hay dos cosas a 

tomar en cuenta: Las funciones de forma y las condiciones 
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de frontera. 

 

La selección de las funciones de forma, está sujeta a una 

única condición, la cual es, que el conjunto de funciones sean 

linealmente independientes. Sin embargo, en la práctica 

resulta interesante utilizar funciones que puedan facilitar los 

cálculos, lo que permite la obtención de una solución más 

precisa y robusta. 

 

Para alcanzar los objetivos planteados anteriormente, 

podemos seleccionar las funciones de interpolación de 

Lagrange como funciones de forma. El interés en las 

funciones de aproximación de Lagrange, es obtener los 

coeficientes 𝐻𝑗(𝑡) y 𝑄𝑗(𝑡) correspondientes a los valores 

físicos de las presiones y del flujo en los puntos de 

colocación. 

 

Dado un conjunto de puntos de colocación 𝑥𝑖 , … , 𝑥𝑛 las 

funciones de forma se construyen con la siguiente 

recurrencia: 

 

𝑵𝒋(𝒙) = ∏
𝒛 − 𝒛𝒊

𝒛𝒋 − 𝒛𝒊

𝒏

𝒊=𝟏
𝒋≠𝒊

 (31) 

 

Desarrollando la recurrencia (31): 

 

𝑵𝟏 =
(𝒛 − 𝒛𝟐)(𝒛 − 𝒛𝟑) … (𝒛 − 𝒛𝒏−𝟏)(𝒛 − 𝒛𝒏)

(𝒛𝟏 − 𝒛𝟐)(𝒛𝟏 − 𝒛𝟑) … (𝒛𝟏 − 𝒛𝒏−𝟏)(𝒛𝟏 − 𝒛𝒏)
 

(32) 
𝑵𝟐 =

(𝒛 − 𝒛𝟏)(𝒛𝟐 − 𝒛𝟑) … (𝒛𝟐 − 𝒛𝒏−𝟏)(𝒛𝟐 − 𝒛𝒏)

(𝒛𝟐 − 𝒛𝟏)(𝒛𝟏 − 𝒛𝟑) … (𝒛𝟏 − 𝒛𝒏−𝟏)(𝒛𝟏 − 𝒛𝒏)
 

⋮ 
𝑵𝒏

=
(𝒛 − 𝒛𝟏)(𝒛 − 𝒛𝟐) … (𝒛𝟐 − 𝒛𝒏−𝟐)(𝒛𝟐 − 𝒛𝒏−𝟏)

(𝒛𝒏 − 𝒛𝟏)(𝒛𝒏 − 𝒛𝟐) … (𝒛𝒏 − 𝒛𝒏−𝟐)(𝒛𝒏 − 𝒛𝒏−𝟏)
 

0 

Este tipo de funciones de forma presenta la ventaja de 

producir valores de 1 (uno) para la variable con el índice 

correspondiente al punto de colocación y 0 (cero) para los 

otros valores, es decir: 

 

𝑵𝒋𝒊 = {
𝟏  𝒔𝒊   𝒋 = 𝒊
𝟎  𝒔𝒊   𝒋 ≠ 𝒊

 (33) 

 

Por tanto, la matriz [𝑁𝑗𝑖] = 𝐼 cuando 𝑗 = 𝑖. Así, las 

ecuaciones (29) y (30) se simplifican y se convierten en: 

 

�̇�𝒊 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨
∑ 𝑸𝒋𝑵𝒋𝒊

′ (𝒛𝒊)

𝒏

𝒋=𝟏

 (34) 

�̇�𝒊 = −𝑨𝒈 ∑ 𝑯𝒋𝑵𝒋𝒊
′

𝒏

𝒋=𝟏

(𝒛𝒊) −
𝒇

𝟐𝑫𝑨
(∑ 𝑸𝒋𝑵𝒋𝒊

𝒏

𝒋=𝟏

)

𝟐

 (35) 

 

La Fig. 4 muestra un esquema para la discretización de las 

ecuaciones de golpe de ariete. En este esquema se puede 

observar que para cada punto de colocación corresponden un 

valor de presión y un valor de caudal. Por otro lado, el 

número de ecuaciones para las presiones 𝐻𝑗(𝑡) y los caudales 

𝑄𝑗(𝑡) dependen de las condiciones de frontera empleadas. 

 

H1 H2 Hn-1 Hn

Q1 Q2 Q
n-1

Qn

x1 x2

xn-1 xn

………………………...……

………………………...……

 
Fig. 4. Discretización por el Método de Colocación. 
(Collocation Method Discretization). 

 

Existe la posibilidad de utilizar un número diferente de 

puntos de colocación, tanto para las presiones como para los 

caudales. Igualmente, se pueden seleccionar diferentes 

posiciones para cada uno de los puntos de colocación (ya 

sean 𝐻 o 𝑄). En este trabajo, se utilizan igual número de 

puntos de colocación para las presiones y los caudales. 

También, la posición en la que se van a colocar estos puntos 

de colocación va a ser la misma para ambas variables (𝐻 y 

𝑄). 

 

Para ello definimos lo siguiente: 

 

𝒛𝒊
𝑯 punto para la presión 

𝒛𝒊
𝑸

 punto para el caudal 

𝑵𝒋𝒊
𝑯 Función de forma para el punto 𝒛𝒊

𝑯 

𝑵𝒋𝒊
𝑸

 Función de forma para el punto 𝒛𝒊
𝑸

 

 

Aquí presentamos sólo el caso de igual número de puntos de 

colocación para presiones y caudales. Además, la posición en 

la que se colocan los puntos de colocación va a ser la misma 

para ambas variables. En este caso 𝑧𝑖
𝐻 = 𝑧𝑖

𝑄 = 𝑍𝑖 y 𝑁𝑗𝑖
𝐻 =

𝑁𝑗𝑖
𝑄 = 𝑁𝑖𝑗. 

 

5. Modelos de tuberías Diseñados 

 

A continuación, se mostrará en detalle la aplicación de los 

métodos de discretización y cada uno de los modelos 

obtenidos. 

 

5.1 Modelo de Tubería por el Método de Colocación 

utilizando los puntos de Presión y Flujo 

 

En este primer modelo la tubería se divide en dos partes, una 

primera parte antes de la obstrucción y una segunda parte 

después de la misma. Cada una de estas partes consta de dos 

secciones de tubería, en donde se utilizan 3 puntos de 
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colocación para las presiones (𝐻𝑖) y 3 puntos de colocación 

para los caudales (𝑄𝑖). Estas dos partes están unidas por una 

ecuación que toma en cuenta la obstrucción que se está 

presentando en la tubería. La Fig. 5 muestra un esquema de 

lo planteado. 

 
H3H*

3

Bomba

Hent

R ent

Hb

Hatm
R sal

H1 H2 H4 H5=u2

Q1=u1 Q
2 Q

3
Q

4
Q5

z1=0 z2=z/2 z3= z
zc

L  
Fig. 5. Esquema de Tubería por el Método de Colocación. 
(Pipe scheme for Collocation Method). 

 

Las ecuaciones de golpe de ariete después de aplicado el 

método de colación fueron mostradas en las ecuaciones (34) 

y (35). 

 

Para cada una de las dos partes de la tubería, el caudal a la 

entrada y la presión a la salida serán tomados como 

condiciones de frontera (entradas 𝑢), y se ensamblarán las 

dos secciones de manera que, el caudal calculado en el primer 

tramo sirva de entrada para el segundo y la presión calculada 

en el segundo tramo sea entrada del primero, agregando una 

ecuación que represente la obstrucción, más específicamente 

una ecuación que relaciona a 𝐻3 con 𝐻3
∗ (𝐻3

∗ es la presión 𝐻3 

pero afectada por el efecto de la obstrucción). 

 

Para el primer tramo de tubería, los tres puntos de colocación 

se sitúan en: 

 

𝒛𝟏 = 𝟎;        𝒛𝟐 =
𝒛

𝟐
;       𝒛𝟑 = 𝒛 

 

Donde 𝑧 representa la posición en la que se encuentra la 

obstrucción. 

 

En general, las funciones de forma pueden expresarse como 

se presentan en la ecuación (32). Las matrices de 

coeficientes, que representan las funciones de forma 𝑁𝑖𝑗, son: 

 

𝑵𝒋𝒊 = [

𝑵𝟏𝟏𝟏 𝑵𝟏𝟏𝟐 𝑵𝟏𝟏𝟑

𝑵𝟏𝟐𝟏 𝑵𝟏𝟐𝟐 𝑵𝟏𝟐𝟑

𝑵𝟏𝟑𝟏 𝑵𝟏𝟑𝟐 𝑵𝟏𝟑𝟑

] (36) 

 

Desarrollando (36) quedaría: 

 

𝑵𝟏(𝒛) =
𝒛 − 𝒛𝟐

𝒛 − 𝒛𝟐

 
𝒛 − 𝒛𝟑

𝒛𝟏 − 𝒛𝟑

|
𝒛𝟏
𝒛𝟐
𝒛𝟑

 

𝑵𝟐(𝒛) =
𝒛 − 𝒛𝟏

𝒛𝟐 − 𝒛𝟏
 
𝒛 − 𝒛𝟑

𝒛 − 𝒛𝟑
|

𝒛𝟏
𝒛𝟐
𝒛𝟑

 

𝑵𝟑(𝒛) =
𝒛 − 𝒛𝟏

𝒛𝟑 − 𝒛𝟏
 
𝒛 − 𝒛𝟐

𝒛 − 𝒛𝟐
|

𝒛𝟏
𝒛𝟐
𝒛𝟑

 

(37) 

 

Evaluando en los puntos de colocación: 

 

𝑵𝟏𝟏 = 𝑵𝟏|𝒛=𝒛𝟏=𝟎 =
𝟎 − 𝒛

𝟐⁄

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝟎 − 𝒛

𝟎 − 𝒛
= 𝟏 →  𝑵𝟏𝟏 = 𝟏 

𝑵𝟏𝟐 = 𝑵𝟏|𝒛=𝒛𝟐=𝒛
𝟐⁄ =

𝒛
𝟐⁄ − 𝒛

𝟐⁄

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝒛

𝟐⁄ − 𝒛

𝟎 − 𝒛
= 𝟎 →  𝑵𝟏𝟐 = 𝟎 

𝑵𝟏𝟑 = 𝑵𝟏|𝒛=𝒛𝟑=𝒛 =
𝒛 − 𝒛

𝟐⁄

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝒛 − 𝒛

𝟎 − 𝒛
= 𝟎 →  𝑵𝟏𝟑 = 𝟎 

(38) 

 

Así se desarrolla el resto de los elementos de la matriz (38) 

resultando en: 

 

𝑵𝒋𝒊 = [
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

] (39) 

 

Además, derivando la matriz (36) para obtener 𝑁𝑗𝑖
′ =

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑥
|

𝑧=𝑧𝑖

, sería: 

 

𝑵𝟏
′ =

𝟏

𝒛𝟏 − 𝒛𝟐
 

𝒛 − 𝒛𝟑

𝒛𝟏 − 𝒛𝟑
+

𝒛 − 𝒛𝟐

𝒛𝟏 − 𝒛𝟐
 

𝟏

𝒛𝟏 − 𝒛𝟑
|

𝒛=𝒛𝒊

 (40) 

 

𝑵𝟏𝟏
′ = 𝑵𝟏

′ |𝒛=𝒛𝟏=𝟎 =
𝟏

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝟎 − 𝒛

𝟎 − 𝒛
+

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝟏

𝟎 − 𝒛

= −
𝟑

𝒛
 

𝑵𝟏𝟐
′ = 𝑵𝟏

′ |𝒛=𝒛𝟐=𝒛
𝟐⁄ =

𝟏

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝒛

𝟐⁄ − 𝒛

𝟎 − 𝒛
+

𝒛
𝟐⁄ − 𝒛

𝟐⁄

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝟏

𝟎 − 𝒛

= −
𝟏

𝒛
 

𝑵𝟏𝟑
′ = 𝑵𝟏

′ |𝒛=𝒛𝟑=𝒛 =
𝟏

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝒛 − 𝒛

𝟎 − 𝒛
+

𝒛 − 𝒛
𝟐⁄

𝟎 − 𝒛
𝟐⁄

 
𝟏

𝟎 − 𝒛
=

𝟏

𝒛
 

(41) 

 

Del mismo modo se desarrolla el resto de elementos, 

resultando en: 

 

𝑵𝒋𝒊
′ =

𝟏

𝒛
[
−𝟑 −𝟏 𝟏
𝟒 𝟎 −𝟒

−𝟏 𝟏 𝟑
] (42) 

 

De igual manera a como se hizo con las dos primeras 

secciones de tubería, se deben desarrollar las funciones de 

forma para las dos secciones que están después de la 

obstrucción (tanto para 𝐻𝑖  como para 𝑄𝑖), con la diferencia de 

que los puntos de colocación serían los siguientes: 

 

𝒛𝟏 = 𝟎 𝒛𝟐 =
𝑳 − 𝒛

𝟐
 𝒛𝟑 = 𝑳 − 𝒛 

 

Las matrices de coeficientes de las funciones de forma y sus 

derivadas quedan de la siguiente manera: 

 

𝑵𝒋𝒊 = [
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

] 𝑵𝒋𝒊
′ =

𝟏

𝑳 − 𝒛
[
−𝟑 −𝟏 𝟏
𝟒 𝟎 −𝟒

−𝟏 𝟏 𝟑
] (43) 

 

Luego de determinar las funciones de forma, podemos 

desarrollar las ecuaciones que conforman nuestro modelo de 
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tubería. Entonces de las ecuaciones (34) y (35) se obtiene: 

 

�̇�𝟏 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨𝒛
(−𝟑𝒖𝟏 + 𝟒𝑸𝟐 − 𝑸𝟑) 

(44) 

�̇�𝟐 = −
𝑨𝒈

𝒛
(−𝑯𝟏 + 𝑯𝟑) −

𝒇

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟐

𝟐 

�̇�𝟐 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨𝒛
(−𝒖𝟏 + 𝑸𝟑) 

�̇�𝟑 = −
𝑨𝒈

𝒛
(𝑯𝟏 − 𝟒𝑯𝟐 + 𝟑𝑯𝟑) −

𝒇

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟑

𝟐 

�̇�𝟑 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨(𝑳 − 𝒛)
(−𝟑𝑸𝟑 + 𝟒𝑸𝟒 − 𝑸𝟓) 

�̇�𝟒 = −
𝑨𝒈

(𝑳 − 𝒛)
(−𝑯𝟑

∗ + 𝒖𝟐) −
𝒇

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟒

𝟐 

�̇�𝟒 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨(𝑳 − 𝒛)
(−𝑸𝟑 + 𝑸𝟓) 

�̇�𝟓 = −
𝑨𝒈

(𝑳 − 𝒛)
(𝑯𝟑

∗ − 𝟒𝑯𝟒 + 𝟑𝒖𝟐)

−
𝒇

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟓

𝟐 

 

El caudal 𝑄3
∗, es el caudal 𝑄3 pero afectado por los efectos de 

la obstrucción. La presión 𝐻3
∗, es la presión o la ecuación que 

une las dos partes de la tubería. En esta ecuación se 

contempla la obstrucción parcial que se está presentando, la 

cual se modela como una obstrucción puntual y cuyo modelo 

es el siguiente: 

 

𝑯𝟑
∗ = 𝑯𝟑 −

𝑸𝟑
𝟐

𝟐𝒈𝑨𝒐
𝟐

(𝟏 − (
𝑨𝒐

𝑨
)

𝟐

) (45) 

 

Donde: 𝐴 es el área de sección transversal de la tubería y 𝐴𝑜 

es el área de la obstrucción. 

 

La entrada 𝑢1 = 𝑄1 es función de los parámetros de la bomba 

y de la restricción hidráulica de entrada 𝑅𝑒𝑛𝑡: 

 

𝑸𝟏 =
−𝑪𝟏 + √𝑪𝟏

𝟐 − 𝟒(𝑹𝒆𝒏𝒕 + 𝑪𝟎)(−𝑪𝟐 + 𝑯𝟏 − 𝑯𝒆𝒏𝒕)

𝟐(𝑹𝒆𝒏𝒕 + 𝑪𝟎)
 

(46) 

 

La entrada 𝑢2 = 𝐻5 se basa en la restricción de la salida 𝑅𝑠𝑎𝑙 

(ver Fig. 5): 

 

𝒖𝟐 = 𝑹𝒔𝒂𝒍𝑸𝟓
𝟐 + 𝑯𝒂𝒕𝒎 (47) 

 

5.2 Modelo de Tubería por Diferencias Finitas 

desarrollado en dos Partes 

 

Aquí se presenta el segundo modelo de tubería, donde las 

ecuaciones del golpe de ariete se discretizan con el método 

de diferencias finitas, pero usando la misma idea que se 

utilizó con el método de colocación (dividir la tubería en dos 

partes). 

 

Concretamente, el modelo tiene dos tramos de tuberia antes 

y después de la obstrucción (como se muestra en la Fig. 5). 

Cada uno de estos dos tramos de tubería, está unido por una 

ecuación, la cual, contempla la obstrucción puntual que se 

presenta en la tubería, pero el cálculo de presiones (𝐻𝑖) y 

caudales (𝑄𝑖), se realiza mediante el método de diferencias 

finitas: 

 

�̇�𝟏 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝑸𝟐 − 𝒖𝟏

𝒛𝟐 − 𝒛𝟏

�̇�𝟐 = −𝑨𝒈
𝑯𝟐 − 𝑯𝟏

𝒛𝟐 − 𝒛𝟏
−

𝒇𝟐

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟐

𝟐

�̇�𝟐 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝑸𝟑 − 𝑸𝟐

𝒛𝟑 − 𝒛𝟐

�̇�𝟑 = −𝑨𝒈
𝑯𝟑 − 𝑯𝟐

𝒛𝟑 − 𝒛𝟐
−

𝒇𝟑

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟑

𝟐

�̇�𝟑 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝑸𝟒 − 𝑸𝟑

𝒛𝟒 − 𝒛𝟑

�̇�𝟒 = −𝑨𝒈
𝑯𝟒 − 𝑯𝟑

∗

𝒛𝟒 − 𝒛𝟑
−

𝒇𝟑

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟒

𝟐

�̇�𝟒 = −
𝒄𝟐

𝒈𝑨

𝑸𝟒 − 𝑸𝟑

𝒛𝟒 − 𝒛𝟑

�̇�𝟓 = −𝑨𝒈
𝒖𝟐 − 𝑯𝟑

𝒛𝟒 − 𝒛𝟑

−
𝒇𝟑

𝟐𝑫𝑨
𝑸𝟓

𝟐

 (48) 

 

Donde 𝐻3
∗ es la ecuación que une las dos partes de la tubería 

y está representada por la ecuación (45). 

 

Asimismo, 𝑢1 = 𝑄1 (ecuación (46)) es una función de 

parámetros de la bomba y la restricción hidráulica de entrada 

𝑅𝑒𝑛𝑡. Del mismo modo, 𝑢2 (ecuación (47)) es una función de 

restricción hidráulica de salida 𝑅𝑠𝑎𝑙. 

 

6 Ejemplos de Aplicación 

Para ilustrar la aplicación de la metodología, se van a 

presentar algunos ejemplos de simulación de obstrucciones 

en una tubería. Estos ejemplos, muestran los dos métodos de 

discretización. 

 

Para las simulaciones se toman valores numéricos tomados 

de un prototipo presentado en (Begovich y col., 2012). Los 

parámetros correspondientes se presentan de forma resumida 

en la Tabla 1. Las condiciones normales de operación que se 

consideran son: flujo de entrada 𝑄1 = 0.0043 𝑚3/𝑠 y 

presión de salida 𝐻𝑒𝑛𝑡 = 3.5𝑚. 

 
Tabla 1. Parámetros de la Tubería. 

(Pipeline Parameters). 

g(m/s2) c(m/s) A(m2) f(s-2) L(m) 

9.81 379.5415 0.0032 0.0223 85 
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6.1 Ejemplo 1: Método de Colocación 

 

A continuación se presentan los resultados obtenidos en el 

modelo de tubería discretizado con el método de colocación 

(44). Con el fin de observar el comportamiento del modelo, 

al presentarse una obstrucción puntual, se procedió a simular 

tres distintos porcentajes de obstrucción, en específico, se 

simularon porcentajes de 75%, 50% y 25% del área de 

sección transversal 𝐴, vale decir: 𝐴𝑜 = 0.25𝐴 (75%), 𝐴𝑜 =
0.5𝐴 (50%) y 𝐴𝑜 = 0.75𝐴 (25%). Los resultados se muestran 

en la Fig. 6. 

 

 
Fig. 6a. Obstrucción de un 75% (𝐴𝑜 = 0.25𝐴) 

 
Fig. 6b. Obstrucción de un 50% (𝐴𝑜 = 0.5𝐴) 

 
Fig. 6c. Obstrucción de un 25% (𝐴𝑜 = 0.75𝐴) 

Fig. 6. Simulación de obstrucciones Método de Colocación 
(Blockages Simulation by Collocation Method). 

 

Cuando en una tubería real se produce una obstrucción, se 

generan ciertos cambios, tanto en el flujo como en la presión. 

Específicamente, la obstrucción va a producir una 

disminución del flujo a lo largo de toda la tubería, un 

incremento en la presión de entrada, y una disminución de la 

presión de salida aguas abajo de la obstrucción. 

 

Si se observa la Fig. 6, puede notarse como este primer 

modelo (44), reproduce estos fenómenos descritos en el 

párrafo anterior, es decir, se observa que el 𝑄𝑠𝑎𝑙 así como el 

𝑄𝑒𝑛, disminuyen por el efecto de la obstrucción, mientras que 

la 𝐻𝑠𝑎𝑙 disminuye y la 𝐻𝑒𝑛 aumenta aguas arriba de la 

obstrucción. En las Fig. 6a a la 6c, puede observarse como 

esos cambios en los caudales y las presiones, se acentúan a 

medida que se incrementa el porcentaje de obstrucción de la 

sección trasversal (𝐴). La Fig. 6a, muestra el comportamiento 

cuando se presenta una obstrucción de un 75% (𝐴𝑜 =
0.25𝐴), en esta figura, puede verse que es donde se presenta 

una mayor reducción de los caudales, y también donde se 

presenta una mayor disminución de la presión 𝐻𝑠𝑎𝑙 así como 

un mayor incremento de la presión 𝐻𝑒𝑛. La Fig. 6c, muestra 

una obstrucción de un 25% (𝐴𝑜 = 0.75𝐴), en esta figura 

puede observarse que, es en donde la obstrucción afecta 

menos los cambios de los caudales y las presiones (tanto en 

los incrementos de los respectivos valores, como en la 

disminución de los mismos). La Fig. 6b muestra una 

obstrucción de un 50% (𝐴𝑜 = 0.5𝐴), este sería el punto 

intermedio del comportamiento de los distintos valores de 

caudales y presiones, y el modelo (44) los reproduce de 

buena manera. 

 

6.2 Ejemplo 2: Método de Diferencias Finitas en dos 

Partes 

 

Para el caso del modelo por diferencias finitas en dos partes 

(48), se realizó una simulación con las mismas características 

que para el método de colocación, es decir, se simularon 

obstrucciones que van desde un 75% hasta un 25% (punto 

intermedio un 50% de obstrucción) y se obtuvieron los 

resultados mostrados en la Fig. 7. 

 

 
Fig. 7a. Obstrucción de un 75% (𝐴𝑜 = 0.25𝐴) 

 
Fig. 7b. Obstrucción de un 50% (𝐴𝑜 = 0.5𝐴) 
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Fig. 7c. Obstrucción de un 25% (𝐴𝑜 = 0.75𝐴) 

Simulación de obstrucciones por el Método de Diferencias Finitas. 

(Blockages Simulation by Finite Difference Method). 

En esta figura, se ve que el modelo (48) cumple con los 

requerimientos o comportamientos de una tubería real 

cuando se presenta una obstrucción: disminución de 𝑄𝑠𝑎𝑙 y 

𝑄𝑒𝑛𝑡, disminución de 𝐻𝑠𝑎𝑙 y aumento de 𝐻𝑒𝑛𝑡. Igualmente, 

en las Fig. 7a a la 7c, puede observarse como los cambios en 

los caudales y las presiones, se ven acentuados cuando el 

porcentaje de obstrucción de la sección trasversal (𝐴) es 

mayor. 

 

Una diferencia que se observa en esta Fig. 7 (modelo por 

diferencias finitas) con respecto de la Fig. 6 (modelo por 

colocación), es que la presión de entrada 𝐻𝑒𝑛𝑡 es más 

oscilatoria. Igualmente sucede (mas oscilación) con los 

caudales de entrada y salida. 

 

Conclusiones 

En este artículo se presentaron dos modelos matemáticos de 

una tubería para realizar simulación de obstrucciones. Los 

dos modelos, fueron obtenidos por la discretización de las 

ecuaciones de golpe de ariete, a través, de dos métodos. El 

primer modelo se obtuvo con el Método de Colocación. El 

comportamiento de este primer modelo, fue acorde al 

comportamiento de una tubería real, cuando se presenta una 

obstrucción, ya que el mismo, mostro como los caudales 

(𝑄𝑒𝑛𝑡 y 𝑄𝑠𝑎𝑙) disminuyen cuando se presenta la obstrucción, 

así mismo, mostro un aumento de la presión (𝐻𝑒𝑛𝑡) aguas 

arriba de la obstrucción, y una disminución de la presión 

(𝐻𝑠𝑎𝑙) aguas abajo de la misma. Igualmente, pudo observarse 

(Fig. 6a, 6b y 6c) como esos cambios en caudales y presiones, 

se acentúan a medida que se incrementa el porcentaje de 

obstrucción de la sección trasversal de la tubería. El segundo 

modelo, se obtuvo con el método de diferencias finitas, aquí 

también pudo observarse (Fig. 7) como este segundo modelo, 

reproduce los cambios que se presentan en una tubería real, 

disminución en: 𝑄𝑠𝑎𝑙, 𝑄𝑒𝑛𝑡, 𝐻𝑠𝑎𝑙 y un aumento en 𝐻𝑒𝑛𝑡. 

Finalmente, se observó una diferencia en el comportamiento 

de los dos modelos. El segundo modelo (modelo por 

diferencias finitas), presenta un comportamiento más 

oscilatorio en 𝐻𝑒𝑛𝑡 y 𝑄𝑠𝑎𝑙, 𝑄𝑒𝑛𝑡, comparado con la presión de 

entrada y los caudales del primer modelo (modelo por 

colocación). 
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