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Resumen

Esta investigacion trata el problema de extension de la teoria de automatas finitos convencionales, para el estudio de su dindmica.
Para ello se plantea un enfoque algebraico centrado en los conceptos de semianillos, K-subconjuntos racionales, K-+-algebras y
K-Z-autdmatas. Se demuestra en este contexto el Teorema de Kleene como argumento fundamental para obtener que la dinamica
de un K-z-autdmata es la solucion de un sistema de ecuaciones lineales de lenguajes.
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Abstract

This research addresses the problem of extending the theory of conventional finite automata to study their dynamics. To do so, an
algebraic approach is proposed, centered on the concepts of semirings, K-rational subsets, K-+-algebras and K-X-automata. In
this context, Kleene’s Theorem is demonstrated as a fundamental argument to obtain that the dynamics of a K-X-automaton is

the solution of a system of linear equations of languages.
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1 Introduccién

En lateoria de sistemas es conocida una clase llamada Sistemas
de Eventos Discretos (SED) (ver Branicky 1995). Esta in-
cluye a los Sistemas de Manufactura, Sistemas Quimicos,
Econdmicos, Legales, de Trafico Aéreo, telecomunicaciones;
en fin, a todo sistema cuyos estados cambian a tiempo discreto por
la ocurrencia de acciones o eventos (ver Caspi 1991).

En muchos casos los SED son representados utilizando Teo-
ria de Automatas, sobre todo cuando los aspectos a ser estudia-
dos son estructurales: aspectos directamente relacionados con la
I6gica de evolucion de estos sistemas.

En este manuscrito se presentan los Autématas mediante un enfo-
que algebraico tal como es expuesto en (Eilemberg 1974), donde
los argumentos y demostraciones son constructivas; de esta
manera se rompe con la forma convencional impuesta en la
literatura actual sobre Automatas.

Es de suma importancia mencionar que las nociones basicas sobre
las cuales se construye la teoria de Autdmatas son las de accio-
nes: eventos; y estados: condiciones logicas del sistema en el
tiempo. Aunque estas nociones parecen tener algo que ver con

el tiempo, son independientes estructuralmente hablando (ver
Mata 2017). En efecto, siempre se esta interesado, en la repre-
sentacion de un SED, solamente en los drdenes posibles en que pue-
den ocurrir las acciones del sistema (ver Mata y col., 2018). Esta
situacion conduce razonablemente a describir verbalmente un
SED como el conjunto de todas las trayectorias de un grafo
dirigido. Por lo tanto, si X y Q son dos conjuntos representando
a las acciones y a los estados respectivamente, y E es un sub-
conjunto apropiado de Q<X ><Q, que representa los cambios
de estados por la ocurrencia de acciones, entonces un SED es
modelado porunquintuple A=(Q,X,E,I,T),donde I y T son
subconjuntos de Q que representan los estados en los que co-
mienza el sistema y los objetivos respectivamente. Final-
mente, A es un automata.

Ahora, desde la practica, se consideran a los automatas cuyos con-
juntos de acciones y de estados son finitos. Asi, las trayectorias
de un SED pueden ser vistas como sucesiones finitas de la
forma (qo, a1, q1), (q1, 02, q2), ..., (On—1, an, qn), donde cada
uno de estos triples son elementos de E. Més precisamente, el
interés esta centrado en las trayectorias talesque qo € I yqn € T.
Este conjunto de trayectorias determina un conjunto de eti-
quetas de la forma a1a...an, las cuales constituyen el llamado
comportamiento del automata A (o dindmica del sistema),
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que es denotado por |A].

Ahora, en este trabajo se estudia un formalismo matemaético
para generar un método eficiente de descripcion del comporta-
miento |A]|, pero con algunas variaciones importantes sobre las
construcciones de las demostraciones. Este método consiste en
determinar la solucion Unica, bajo ciertas condiciones, de un sis-
tema de ecuaciones lineales de lenguajes. El punto crucial es
que esta solucién coincide con [A|eRatkX*, donde RatkX*
es una K-algebra, con K un semianillo y X* un monoide li-
bre con base X.

2 Preliminares

El prop6sito fundamental de este trabajo es incluir las nocio-
nes més relevantes de la teoria de automatas: lenguajes regu-
lares, operaciones con automatas, entre otras; las cuales per-
miten fijar la terminologia y notaciones que posteriormente
conducen a un problema de extension.

Sea X un conjunto, el monoide libre * con base X es de-
finido como sigue: los elementos de X* son n-uplas
s=(au, az,-++, on), Nn>0, de elementos de X. El entero
n es llamado la longitud de s, el cual es denotado por
[s]. Si w=(w1, wg,:-,wn) €s otro elemento de X*, enton-
ces el producto es definido por concatenacion; es decir,
sw=(01,0z,"*+,0n,W1,W2,--,Wm). Luego, se obtiene el
monoide £* con unidad 6 = (), la 0-upla. Claramente,
[sw|=|s|+|w| y | 8 |=0. Ahora, poniendo a=(c),
a€X, se puede escribir s=a10z++-an, Si n>1.

Todo subconjunto L de X+ es llamado un lenguaje sobre
Y. Por otra parte, seX* es llamado un prefijo de wex*,
denotado s < w, si existe una palabra ceX* tal que w=sao.
Sea LcX* un lenguaje sobre X, el subconjunto de todos los pre-
fijos de palabras de L es llamado la clausura de L, denotado
L; es decir, L={seX*/3we I+, sweL}. Finalmente, L es
cerrado si L= L.

Por su parte, la teoria de autématas es un enfoque que contiene
una estructura de transicion de estados, la cual permite direc-
cionar el anlisis y sintesis haciendo uso del mecanismo de
transicion. Formalmente, sea X un alfabeto finito. Un Au-
tébmata Finito A (AF) sobre X (o un Z-autdmata determi-
nistico) es un quintuple (Q,%,E,L,T), donde Q es un con-
junto finito cuyos elementos son llamados estados, I y
T son subconjuntos de Q llamados conjuntos de estados
iniciales y finales respectivamente, y E es un subcon-
junto de Q<X xQ, cuyos elementos son llamados even-
tos. Adicionalmente, si A tiene a lo sumo un estado
inicial, y para todo qeQ y a€X, existe a lo sumo un
evento (q,a,p)€E, entonces A es llamado deterministico.

Un evento (q,o,p) es denotado qi p, Y se dice que este co-
mienza en q y finaliza en p con etiqueta o.

Un camino (o trayectoria) ¢ en A es una sucesion finita
c=(qo,a1,q1) (q1,02,92) - (gk-1,0,qx) de arcos consecuti-
vos, donde qo Y qk son Ilamados comienzo y final del ca-
mino c respectivamente, y el entero k=1 es llamado la
longitud del camino.

En el trabajo se usan las siguientes notaciones para un ca-
. 01 ok [

mino ¢, qo = q1 =" dr 9o —> 9k 0 ¢ qo = Jk-

El elemento s=oi0z...akEX* €S llamado la etiqueta de c y es

denotado por |c|. La longitud de s es denotada por |s| y la del

camino por [icll. Asi, se tiene que |s|=lIcll=k.

Para cada estado g se incluye el camino nulo (camino tri-
vial) 1, el cual comienzay finaliza en q. Por definicion, el
camino nulo tiene etiqueta 0 y longitud 0; es decir, |14|]= 0
y lI14ll=0. Ademés, dados dos caminos c:p - q Yy
c¢':q — r, el camino cc’: p — r (composicion de caminos)
es definido por la concatenacion. luego, |cc'|=|c||c| ¥
llcc'll=llcl+IIcll.

Seac:i — tun camino en A, se dice que cesuncamino
exitoso si i€l y teT. La etiqueta de este camino es llamada
etiqueta exitosa. El conjunto de todas las etiquetas exitosas
en A es llamado comportamiento o la dinamica de A, y
se denota por | A |; es decir, | A |={s€X*/3c: i—>t en A,
con i€l teT, |c|=s}.

Un lenguaje B de X+ es llamado regular si existe un X-au-
tomata A tal que B=|A]|.

En lo que sigue se escribe a*={a}", para todo a€Z, con la
finalidad de simplificar la escritura. También, se tratan a
QEX Yy SEX* COMO conjuntos unitarios.

Seguidamente, se estudian algunas operaciones basicas de au-
tomatas y se analizan suscomportamientos. Sean dos AF
A=(Qa, X, Ea, Ia, Ta) Yy B=(Qs,X, Es, Is,Ts), donde Qa
N Qs=@. El ZXZ-autdbmata unidon es dado por
C=AUB=(Qc,X,EcIcTc), donde Qc=QaUQs, Ic=
IaUIB, Tc=TaUTs. Ademas, unevento esti en Ec, siy solo
si, esta en Ea 0 estd en Eg. Por lo tanto, un camino esta en C,
si y solo si, estaen A o estd en B.

El Z-autémata producto (o interseccién) de A y B es dado
por C=AXB=(Qc,X,EcI,Tc), donde Qc=QaxQs, Ic=
IaxI, Tc=TaxTs. En consecuencia, un evento (p’,p") <
(q',q") estden Ec, si y solosi, p'e>q’ es un evento en Ea y
p“e>q” esun evento en Es.

Por otra parte, se llama autdmata inverso de A al Z-auto-
mata dado por A»=(Q,X,E*,I,T), donde E® es el subcon-
junto cuyos elementos son los eventos inversos de E; es

. . o 04
decir, si p — qes un evento en E, entonces q — pes
un evento en E¢.
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Note que, si c s un camino en A con etiqueta |c|=a1...0ux,
entonces c® esun camino en A¢ con etiqueta |c®|=
@(a1..0x) = ak..a1, donde ¢ : £*—X~* es la funcion in-
versa definida por @(0)=6, e(a)=a, @e(st)=@(t)@(s)
=ts.

Se puede demostrar que la clase de los subconjuntos regu-
lares es cerrada bajo union, interseccion e inverso.

Ahora, se dan algunas construcciones sobre autdmatas, relacio-
nandolas mediante un homomorfismo de monoides f:I'*—X~,
donde T'y X son dos alfabetos. También, se asume que f es
un homomorfismo fino: f(a)€ZUB, Va€er. Las identidades 61
y 62 de I'* y X+ respectivamente son referidas como 6.

En efecto, sea f : I'*—X* un homomorfismo fino. Se llama
imagen inversa de A al T'-autémata f-1(A), donde Q,1,

Y .
T no son alterados, y los eventos son dados por p — q, Si

Y
f(Y) = ay p—>qesunevento enA, y q— p,si f
(v) =8.

Un caminoc’: p — q en f~1(A) puede ser visto como un
par (c,g), donde c:p — q es un caminoen Ay g € I'*
es tal que |c'|=g vy f(g)=|c|; de donde, se puede demos-
trar que si f: '*—X* es un homomorfismo fino y Acx*
es regular, entonces f-1(A)cI'* es regular.

Finalmente, sea f: I'—X* un homomorfismo tal que
f(y)+0, para todo yer (o equivalentemente que f-1(8)=6
0 aun equivalentemente que |g|<|f (g)], para todo ger*).
Sea A= (Q,T,E, I, T) un I'-autdbmata. Se llama imagen
directa de A al X-autémata f(A)=(Q,X,E,I, T) donde
Q'> Q y los eventos son determinados como sigue: sea

Y
P — q un evento en Ay f(y)=oa1-om, n>1; si n=1,

entonces el arco P 3 q estd en £(A); si n>1 entonces
a2

|05aI’COSp—>q1—>q2—> = Qe 1—>q estan en f

(A), donde los n—1 estados intermedios son nuevos

estados distintos agregados a Q'. Repitiendo esto, para

todo arco en A, se obtiene f(A).

Como antes, si f: I'*—X* es un homomorfismo tal que
f-1(0)=0, y AcI*es regular, entonces f(A)cX* es re-
gular.

3 K- X-Autématas

Como apoyo metodolégico para formalizar la técnica que
describe la dindmica de un AF, se incluye el concepto de mul-
tiplicidad. Este permite una extensién fundamentada en ob-
jetos matematicos (conjuntos, funciones, relaciones, entre
otros) en el campo de los sistemas de ecuaciones lineales de
lenguajes. Para precisar un poco mas, considere un AF
A=(QZIE, I, T) con dindmica |A|. Si c:i—t, i€l, t€T, |c|=s

estd en A y n determina la cantidad de estos caminos, enton-
ces se puede definir una aplicacion p:Z*—N que especifica la
multiplicidad de los elementos de X+ Se hace referencia a
esto para s € X+, con multiplicidad n. Con abuso de lenguaje
se escribe p=|A| y |A|(s)=n; de donde, |A|(s)=0 expresa
que s&|A|. Finalmente, se identifica en lo que sigue a X* con
|A]:Z*— N. Se enfatiza también que cualquier subconjunto A
de X+ es equivalente a una funcion A:X<—f, con $={0, 1}, en
el sentido que seA=A(s)=1.

Se incluye una estructura fundamental para el desarrollo de este
articulo. De hecho, la nocion de semianillo es una estructura dé-
bil del concepto convencional de anillos que promueve la estruc-
tura de K-+-algebras.

Definicion 1. Un semianillo K es un subconjunto dotado de
dos operaciones: suma (+) y multiplicacion (.); tal que
(K,+) es un monoide conmutativo con elemento neutro 0
y (K, .) es un monoide con elemento identidad 1. Ademas,
para todo x,y,z€K se tiene que x(y+z)=xy-+xz;
(y+z)x=yx+zx; x0=0=0x. Un semianillo K es lla-
mado conmutativo si (K, .) es conmutativo. Claramente,
todo anillo con unidad es un semianillo.

Considere {xi}ier una coleccion arbitraria de elementos de un
semianillo K, con I es un conjunto de indices dado.

Siseasume lafinitud de I, Yierx; € K (D)

Las propiedades siguientes con respecto a la suma son verda-
deras: I = {i} = Yic1 X; = X; 2

Sea 1= Uje]Ij una particion de I, z€EK= Yie1x; =

Zjeg (Zite Xi)i Z(Zielxi) = Yie1ZXj ; (zielxi)z =
YierXiZ; =0 = ¥ie1x; = 0. (3)

Al considerar (1) como la suma x+y y tomar (2), (3), (K,.),
como axiomas, se define x; + x,: = Xje1 X; con [={1,2};
Yy 0:= ZiEI Xi si 1=0.

Si I es finito, entonces claramente (1) esta bien definida. Por
su parte, si I es un conjunto de indices arbitrario, entonces
(1) debe estar bien definida, y es un elemento de K.
Asi, se tiene el concepto de semianillo completo bajo la
nueva definicion. En consecuencia, todo semianillo com-
pleto es un semianillo.

Definicion 2. Dados dos semianillos K y K, un homo-
morfismo @:K—K' es cualquier funcién tal que
P(x1+X2)=@(x1)+¢(x2), p(0)=0"] y @ (x1.x2) =@ (X1) P (X2),
e(1)=1".

Definicion 3. Un semianillo K es Ilamado positivo si satis-
face: 0#1;si x +y = 0, entonces x =y = 0; si xy =
0, entoncesx=0o0y =0.
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Los K-subconjutos, con K un semianillo, son objetos que permi-
ten identificar funciones con sus dominios, y ello constituye un
enfoque técnico para el manejo notacional y construccion de
pruebas. En lo que sigue se asume que K es un semianillo no
trivial (0 # 1) y conmutativo.

Definicion 4. Sea X un conjunto. Un K-subconjunto A de
X es una funcion A:X—K. Para cada x€X, el elemento
A(x) es llamado la multiplicidad con la cual x pertenece
a A. Si los valores que toma A son 0y 1, se dice que el K-
subconjunto A de X es no ambiguo.

Ejemplo 1. Los subconjuntos X, @ y x, para todo x € X,
definidos por X(x) = 1, paratodo x € X; 0(x) = O,
1, six=y
0, en otro caso’

vamente, son no ambiguos.

paratodo x € X; x(y) = { respecti-

Los subconjuntos no ambiguos de x, dados en el Ejemplo 1
son referidos como simples. Si A es un subconjunto no am-
biguo de X, entonces x€A y A(x) =1 indican lo mismo.

Se define la operacion suma o unién como sigue: para cada
familia {Ai}ier de K-subconjuntos de X, con I una familia

A0 = (3,4 AD X =
3 A 0. 4

arbitraria de indices (

Ahora, considere la operacion producto (o multiplicacion) de
k € K por un K-subconjunto A tal como sigue (kA)(xX) =
KA(x) C))

es decir, el resultado es un K-subconjunto KA.

Se tienen las siguientes propiedades: 1A = A,0A =
8, (k1k2)A = k1(k2A), (X, kDA =ZiakiA; y
ademés, k() , A1) = Jia KiA.

Se define la interseccion A N B de dos K-subconjuntos
como (AN B)(x) = AX)B(x).

La suma ZXEXA(x)x es llamada la expansion de A. Esta
expresion es Gtil para manipular K-subconjuntos.

Ejemplo 2. kA = > _ KA(X)x;yademés,A N B =
2xex AX)B(x)x.

Se incluye el estudio de la multiplicacién o producto de K-
subconjuntos de S, siendo (S, -) un semigrupo. En verdad, se
incluye una categoria de objetos con las operaciones de suma y
multiplicacién antes mencionadas para formalizar las nociones
y estructuras matriciales, via ecuaciones lineales de lengua-
jes.

Definicion 5. Sean (S, -) un semigrupo, Ay B K-subcon-
juntos de S, donde K es un semianillo completo. El K-
subconjunto producto AB es dado por (AB)(z) =

S y—s ACOB).

Es claro que la operacion AB es asociativa. Por lo tanto,
KM es un semianillo con identidad 6, siempre que M sea
un monoide, donde 6 es la identidad de M.

Considere P,Q dos conjuntos finitos. Un K-subconjunto
de P x Q es cualquier matriz cuyas filas y columnas son
indizadas usando los elementos de P y Q respectivamente,
y cuyas entradas estan en K. Luego, AEKP*Q se escribe
Apq en lugar de A(p,q); asi, la matriz se escribe A =

[Apa].

La operacion de suma de matrices es establecida por la
suma de K-subconjuntos. Esdecir, (A+B)pq=Apq+
Bpq, siempre que B € KPxQ,

La operacion de multiplicacion de matrices es dada
como sigue: sean A€EKPxQ y BeKQxR, entonces

(AB), = Z ApgBagr:
qeQ

Algunas propiedades de la multiplicacién: si P=Q, en-

tonces KP>P es un semianillo con unidad 1, donde
1, siq=¢q’ .

(1) = . ,» A es llamado vector fila,
0, siq#q

siempre que A € KP*Q y P sea unitario. También, A es

llamado vector columna, siempre que Q sea unitario.

Definicion 6. Sea X un alfabeto finito y K un semianillo
conmutativo. Un K-Z-autémata A (0 un K-Z-autdmata
deterministico) es un quintuple, A=(Q,%,E,I,T) donde
Q es un conjunto finito, I y T son K-subconjuntos de Q
y E es K-subconjunto de Q<X Q.

Dado A=(Q,%,E,I,T) un K-Z-automata, si E(p,a,q)=k#
0, entonces se dice que hay un arco de p a q denotado

k ki
P = q, con etiqueta ka. También, se dice que p = q esta
en A.

Asi, de manera analoga a los Z-autdmatas, se pueden considerar

los caminos c:p — q. Luego, si c es un camino
kiaq kzaz nfn

P — 491 — "Qn-1 — q, entonces |c|=ks es su

etiqueta, con k=ki- - ‘kn Y s=au--an, y longitud

llcl=n=]|s|.

Definicion 7. Sea A=(QX,EIT) un K-Z-automata. El
comportamiento o dindmica de A es un K-subconjunto

de X+, denotado |A|, es dado por |A|l=
2p.qeQ ch(p) |c|T(q), con c variando sobre todos los
caminos c:p — q; es decir, [Al(s) =
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Yp,aeQ Zkecl(p) KT(q), donde C = {keK: 3 c:p—q,
[c] = ks}.

Note que el K-subconjunto E de QxXxQ puede ser visto
como una funcién E:QxZxQ—K. En lo que sigue se es-
cribe E(p,a,q) = Epq(a). Luego, para todo p, qeqQ, se
tiene que Epq es un K-subconjuntos de X. Luego, E se puede
identificar con una matriz E: QxQ—KZ llamada matriz de
transicion.

Todo K-subconjunto de ¥ puede extenderse a un K-subcon-
junto de X* como sigue:para p,q € Q Epg X*—K,

E, (s) = {qu(s), siseX

. Asi, E puede ser visto
0, Ssis¢X P

* . .
como un K2 -subconjunto de Q x Q; esto es, una matriz Q x

* - * -
Q con entradas en K= . En consecuencia, ya que KX es un semi-
anillo, se utilizan las correspondientes operaciones.

Ahora bien, para cada n€N, se consideran las matrices
*
En: QxQ—KZ® por E0=1q, E'=E y Er=EEn-1,

EprE" 'rq, donde p, q€Q. Es
reQ
claro que si SEX* y [s|#n, se tiene que E",4(s) = O, con

P, q€Q; con lo cual, {E" 4 Jnen es localmente finita. Luego, se

n —
n=2, con E",. =

puede definir E* 4 = Z E",q » y por lo tanto, resulta
n=0

*
la matriz ExQx Q—K® , E*=1q+E +E2+- --+En
+ -+ llamada matriz de transicion extendida.

Para cada s € =, sea E*(s)=Epq(s)EK <,

Si s=ai---an, Se sigue que E*(s)=Er(s)=E(a1)---
E(on)=E*(a1)---E*(an).

Teorema 1. Para cualesquiera p,qeQ, el K-subconjunto
E*,q es lasuma de todas las etiquetas de c:p — q en
A

(oo}
s * — n
Demostracion: Sean p,q € Q, COMOE*,q = E q_1E pq:

es suficiente demostrar que E" 4 €s la suma de todas las eti-
quetas de caminos de longitud n. Si n = 0, entonces E"pq =

{g S1p = q, donde 0 es la identidad de KE*. Si n=1,
, SIp¥#q
entonces El =

Pa

E 1 zz E,.E°
ZFEQ pq( Q)rp reQ pr- rq

Supdngase que el resultado es cierto para n—1, n >2; es
: -1 _
decir, E" Mg = E,. E

prq —prarz
r1,r2,..rn—q,€

— n-2 n —
E,_, = ZrEQEprE rq> €ntonces M =

EpcE g =
Z Epr1 (Z El’1r2 Er1r3 Ernq ) =
r;,€Q r1,r2,..rn,€

Z QEpr1r2 El’11’2 Ernq =

ry,r2,..rn €

E En—2

En consecuencia, E",q es la suma de las etiquetas de
caminos con longitud n. Por lo tanto, E*,,, es la suma de
las etiquetas de c: p — q en A.

Corolario 1. El comportamiento de Aes |A| =1E*T con I
visto como un vector filay T como un vector columna.

Demostracion: |A| = Xy qeq 2. 1(P) IcIT(q) =
Z I(p) E'pq T.
P.9€Q

Definicion 8. Sean K un semianillo conmutativo, y X un
alfabeto finito. Un K-subconjunto A de X+ es Ilamado re-
gular, si existe un K-X-automata A tal que |A| = A.

En lo que sigue, siempre se asume que dados dos K-Z-auto-
matas A=(Qa,Z,EalsTa) y B=(Qs,Z,EB,IB,Ts), QaNnQs
=0.

Definicion 9. Sean A, B dos K-X-autdmatas, el K-X-auté-
mata unién de A y B es dado por
AUB=(Qaus,X,Eaus,laus,Taus), donde, Qaus = QaUQs,

_(Ia(p), sip€Q,
Laus(P) = {IB(p): sip € Qg’

_(Ta(p), sipeQa
Taus(P) = {TB(P)' sip € Qg’

Yy
Ex(p,a,q), sip,q€Q,
Eau(P, o, q) = Eg(p,a,q), sip,q€ Qg
0, en otro caso

Proposicion 1. La unidn de dos K-subconjuntos regulares
de Z* es un K-subconjunto regular de Z*.

Demostracion: Considere A y B dos K-subconjuntos regu-
lares de X+, y A, B dos K-Z-autématas tales que |A|=A y
|B|=B. Sea el K-Z-automata A U B. Entonces, para todo

SEXY,
Z ZIAUB(p)IclTAUB(q) (s)

P,d€QauB ¢

= z z Iy us(P) KTayp(Q),
P.9€QauQs k

|A U B|=
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donde keK es tal que existe c:p — q en AUB con
|c|=ks; asi,

Z ZIAUB(p)kTAUB(q)

P.9€QauQs k
= ) D LE@KL@

pP.9€Qa k
£ )

> 1 () KT (@ = A1) + [BI(S)
p.q€Qp k
= A(s) + B(s)
= (A U B)(s). Asi, |]A UB|=AUB.

Definicion 10. Sean A, B dos K-XZ-autdmatas. El K-Z-au-
témata producto (o interseccion) de A y B es dado por
AXB:(QAXB,Z’EAXB,IAXB,TAXB), con QAXB:QAXQB,
Laxe ((P.9))=1a(P)1e(@), Taxs((P.0))=Ta(P)Te(9),
EAxB((p,q),G,(p‘,q')):EA(p,(X,p')EB(q,(X,q').

Proposicién 2. La interseccion de dos K-subconjuntos re-
gulares de Z* es un K-subconjunto regular de Z*.

Demostracion: Sean A y B dos K-subconjuntos regulares
de 2+ y A,B dos K-X-automatas tales que |A|=A 'y |B|=B.
Sea el K-Z-autdmata AxB. Entonces, para todo s€x,

1A X BI(s) = ( > D @, q>|c|TAx.,(p'.q')> ®
(P.a).(p".a)EQax QB

c

( L(P)e(@I(c, C”)ITA(p')TB(CI’)> (s)
pp'.€Qaiq.9',€Qp c=(c’,c’’)

= D LT @)@k, T(@)
pp'.€QA;q.q9 €Qp Kkikz

= ) D REKTE) Y D @k T@)

pp',€Qa ki, 94"€Q8 Kz
=< > ZIA(p)|c'|TA(p')>(s)< > le(qnc”m(q'))(s)
pp',€Q ¢! aq',.€Qs ¢

= |AI(9)IBI(s) = (Al n [B[)(s) = (A n B)(s).

Donde ¢':p — p’ es un camino en A, ¢':q — q’ es un
camino en B, |c'|=Kkis, |¢"'|=kzs y kike=k con ks=|c]|.

Definicion 11. Sea A=(Q,X,ELT) un K-Z-autdmata. Se
llama K-Z-autdmata inverso al K-X-autémata A*=(Q,X,
Eq.14,Ty), donde Io (@) =T(q), Te(9)= 1(q), Y Eo(p,
o, Q)=E(p,a,q).

Observacion 1. Un camino c¢: p—q en A, con etiqueta
|c®]=ks, es dado por un camino c: g—p en A con etiqueta
|c|=ko(s), donde ¢: Z*—X* es la funcion inversa defi-
nida por @(0)=0, @()=a, @(st)=e(t)e(s), donde
t,sex .

Proposicion 3. Si A es un K-subconjunto regular de Z* y
@: Z*—X* es la funcion inversa dada en la Observacion 1,
entonces A o ¢ es un K-subconjunto regular de X*; es de-
cir, la clase de K-subconjuntos regulares de X es estable
bajo funcién inversa.

Demostracion: Sea A un K-subconjunto regular de x*

y A un K-Z-automata tal que |A|=A.Considere A¢ el
K-X-autémata inverso de A, entonces para todo s € X+,

a0l = DT D 1,®eeTy@ | )

P.q€Q c*
= > D T@K@,
pP.9€Q Kk

con |c®|=ks, donde keK y

dl=ke® = > >1@IcIT® |(e)

P.9€Q ¢

= (AD(@(s)) = (A= @)(s).
Asi, |A®] = Ao .

Definicion 12. Sean A=(Q,%,E,I, T) un K-Z-automata y f:
*—X+* es un homomorfismo fino. Se llama imagen in-
versa de A al K-T'-autémata f-1(A)=(Q,T',E',I,T), donde
E' es dado por

E'(py _
E(pa,q), si f(y)=ay E(p,aq) #0
= 1, sif(y)=0yp=q
0, en otro caso

Observacion 2. Un camino ¢:p — q en f ~1(A), con eti-
queta |c| = kg, es dado como c=(c',g) donde ¢': q — q es
un camino en Ay gel'™ es tal que |[c'| = kf(g); esto es, un
camino c:p — q en f-1(A), el cual asocia algin ger*
en su etiqueta,es dado por un camino c' en A el cual
asocia f(g) en su etiqueta.

Proposicion 4. Si f: *—X* es un homomorfismo finoy A
es K-subconjunto regular de X+, entonces Aef es un K-
subconjunto regular de I'-.

Demostracion: Sea A un K-Z-autémata tal que |A|=A.
Considere el K-T-autdmata f-1(A), laimagen inversa de
A, y sea gerI™, entonces

i@ = > DImleIT@ |@

P.9q€EQ ¢
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=[ > DiwieiT@ | (@) = 1aI(f@)
p4eQ c’

= (A-N(g.
Asi, [f 1(A)| = Aof.

Definicion 12. Sea f: I'*—X* un homomorfismo, tal que
f(y)# 0, vyer, y sea A=(Q,[,E,I,T) un K-T-automata.
Se llama imagen directa de A al K-Z-autdmata
f(A)=(Q%,E"I','T"), donde Q'>Q y E' son dados de la
manera siguiente: Sea E(p,y,q) = k#0 en A, y sea f
(y)=auoz---an, con n=1. Si n=1, entonces
E'(p,a1,9)=E(p,y,q)=Kk, es un arco en f(A). Si n>1,

. kqaq kzaz KnOn
los arcos consecutivosp — qq — "Qpn-1 — 4

con Kki---kn=k, estan en f(A), donde qi,*::,qn-1 SON
nuevos estados agregados a Q. Estos determinan estados
de Q'. Finalmente, repitiendo ese proceso para todo arco
en A, se obtiene f(A), con

~_ (TP, si p’eEQ

T(p)_{(), si prte\Q
y

vy _ (TP, sip’€Q

T (p)_{o, sip’ € Q'\Q

Observacion 3. Decir que f: I'*—3* es un homomorfismo
tal que f(y)#9, Vyerl* es equivalente a decir que f-1(0)
=0, o también es equivalente a que f-1(s) es finito,
para todo seX*.

Proposicion 5. Sea f: I'*—Z* un homorfismo tal que f-1(s)
es finito, paratodo s€X*. Si A es K-subconjunto regular
de I'*, entonces f(A): 2*—K, dado por
f(A) (s) = A(g)
gef~1(s)

es un K-subconjunto regular de Z~.

Demostracion: Considere A un K-T-automata tal que
|A|=A. Sea f(A) el K-X-autébmata imagen directa de A,
entonces, para todo s€X*, se tiene que

f(a)] = D re) e T @
P/,.Q’€Qr ¢
= > DiwieIT@
P.9eQ ¢’
Luego,
f@I= > > I®KT@,
P.q€Q k

con k variando sobre ¢": p — q, con |¢’|=Ks,
s=f(g), kg=|c|, c:p — qen A. Asi,

f@I= > > I®KT@,

P.9€EQ k

con k variando sobre todos los caminos c:p — q, tales
que |c'|=kf(g), gef-1(s), kg = |c|, c:p = q en A.

Por lo tanto,

HOVOENY

gef~1(s)

> Diwmkr@

P.9eEQ k

con k variando sobre todos los caminos ¢: p — q en A, kg
= |c|; esto es,

If (AI(s) = |Al(8) =
gef~1(s)

A(g)
gef-1(s)

Finalmente, f(A) es un K-subconjunto regular de X*.

Definicion 13. Un K-Z-automata A=(Q,X,E,T) es lla-
mado normalizado si I=i y T=t son dos K-subcon-

. . . . ka |
juntos SImpIes distintos, Yy no existen arcos p — i,

k
t > qcon k+0; esto es, E(q,o,i)=E (t,a,q) =0,
paratodo q€Q y a€eX.

Observacion 4. Si A es normalizado, entonces |A|(8)=0.
Luego, si se observaa X+ como un B-subconjunto de X+,
se obtiene [A|cX+.

Proposicion 6. Para todo K-X-autdmata A existe un K-X-
autémata normalizado A' tal que |A'| = |A| N X~

Demostracion: Sea A=(Q,%,E,I,T) un K-Z-autdmata, y
sea Q'=QUiUt, donde i y t son dos estados nuevos di-
ferentes. Considere la nueva matriz E' como sigue: E',q =

EPCI’
E,. = E EpoTy,
&4 q€Q Pqq

E'; =Z IL,E g,
iq peq P P4
Zp qEQIpquTq’

E'pi = Eyi = E¢q = 0,donde I, = I(p) y T, = T(q).
Un célculo determina que E™*;, = IE*T, donde E* = E +
E? +--- +E" +---= EE*.

o
Ese =

El K-Z-autémata A'=(Q',%,E'i,t) es normalizado, y usando
el Corolario 1 se tiene |A’| =E'";; = IETT = IE*'T N
Et=|A|n Xt

Observacion 5. La construccion de A' desde A, tal como en
la Proposicion 6, es siempre interpretada como el disefio
de normalizacion.
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E
Proposicién 7. Sea A un K-subconjunto regular de X , y
sea keK, entonces kA es un K-subconjunto regular de
.

Demostracion: Sea A un K-X-autdmata tal que |[A| =A,y
sea keK. Considere el K-X-autémata kA=(Q,X,E kI, T),
donde (kI)q=Kklq, entonces

|IKA| = E kIpE*quq =k E IpE*quq
p.qeQ pP.9€Q
= K|A| = KA

Proposicion 8. Un K-subconjunto A de X+ es regular, si y
solo si, el K-subconjunto A'=A N X+ también lo es.

Demostracion: Sea A un K-XZ-automata tal que |A| = A. En-
tonces, existe un K-X-autémata normalizado A' tal que |
A’'|=|A|nZ+= A n Z+=A'". Reciprocamente, supongase
que AnX+=A" es un K-subconjunto regular de >*. Como
A'(0)=0(=*+(6)=0), se tiene que A=k6+A', donde
k=A(8). Luego, como 0 es un K-subconjunto regular de x*,
entonces desde la Proposicién 1y la Proposicién 7 se tiene
que A es regular.

Proposiciéon 9. Si A y B son dos K-subconjuntos regula-
res de X*, entonces AB es un K-subconjunto regular.

Demostracion:  Sea  A=k60+A''B=160+B', con
A'=ANnX+, B'=BNX+, k=A(0) y 1=B(6). Entonces,
AB=KI(0)+kB'+ 1A'+A'B'. Basta demostrar que A'B' es
regular, para ello, sean A=(Q1,Z,E1,i1,t1) y B=(Q2,X,Ez,iz,
tz2) dos K-Z-autdmatas normalizados que reconocen a A’
y B' respectivamente. Considere el K-Z-automata normali-
zado C=(Q,Z,E,i1t2), donde Q es una particion de Q1 y Qz,
excepto cuando ti=i2. Luego, unarco en C esun arco en Ao es
un arco en B. Asi, [Cl| =E "¢, = E "1i;t, = E "2i51, =
|A|IB|=A'B'.

Proposicion 10. Sea A un K-subconjunto regular de Z+.
Entonces, los K- sub- conjuntos
A+=A+A2+---+Ar+-- y A*=0+A+A2+--+An+---
son regulares.

Demostraciéon: Ya que AcX+, se tiene que An(s)=0,
cuando |s|<n. Luego, {A"}nen es localmente finita; asi,
A+ y A* estan bien definidos. Sea A=(Q,Z,E,i,t) un K-Z-au-
tomata normalizado que reconoce a A. Entonces,conside-
rando aiy at como un solo estado, el cual es inicial y final,
se obtiene un K-Z-autdbmata normalizado A+, donde
|A*|=A*. Asi, A* es regular. Luego, ya que A*=A*NX+,
se obtiene que A+ es regular.

Teorema 2. Un K-subconjunto A de X+ es regular, si y
solo si, existe un entero n>1 y una matriz E nxn cuyas

entradas son K-subconjuntos de X tal que A=E+.

Demostracion: Sea A un K-subconjunto regular de X +,
yA=(Q,ZXEit) un K— X —autdmata normalizado que
reconoce a A. No hay perdida de generalidad en suponer que
Q=1,n},coni=1y t=mn. Yaque i +* t se tiene
que n > 1. Luego, desde el Corolario 1 se sigue que |[A| =
E*;, =E*;,, = A. Reciprocamente, si, A=E%',,,
donde Ees una matriz nxn de K-subconjuntos de X vy
n>1, entonces, con Q={1,---,n}, =1 y T=n, se obtiene
un K-Z-autémata A=(QX,E,1,n) tal que |A|=Et=A.

Corolario 2. Si E es una matriz nxn de K-subconjuntos
de X, entonces para cualesquiera 1<i,j<n, los K-sub-
conjuntos E *;; y E +l-]- son regulares.

Demostracion: Se sigue del Teorema 2.

Proposicion 11. Sea ¢: K—»K' un homomorfismo de se-
mianillos. Si A es un K-subconjunto regular de Z*, en-
tonces ¢ ° A es un K'-subconjunto regular de Z*.

Demostracion: Sea A=(Q,%,E,I,T) un K-Z-autdmata tal
que |A]=A, entonces el K-Z-autémata ¢(A)=(Q,XZ,
@(E),(D),9(T )) satisface |9 (A)| = @(|A]) = @(A).
Como K es un semianillo positivo, entonces T: K—B, dado
por T(0)=0 y T (x)=1, para todo x#0, es un homomor-
fismo.

Corolario 3. Si K es un semianillo positivo, y A es un K-
subconjunto regular de X+, entonces T (A) es un B-sub-
conjunto regular de X+

Demostracion: Se sigue desde la composicion del automata
imagen y de la Proposicion 11.

Proposicion 12. Sea A un B-subconjunto regular de X+
Entonces, A visto como un K-subconjunto no ambiguo
de X* es regular.

Demostracion: Sea A un X-autémata deterministico con
dinamica A. Si A es visto como un K-X-autdmata, entonces
su dindmica es vista como un K-subconjunto de Z*.

Observacion 6. El Corolario 3 y la Proposicion 12 mues-
tran simultdneamente que para cualesquiera subconjuntos
no ambiguos de X+, la regularidad es independiente de la
escogencia de K.

4 Ecuaciones Lineales de Lenguajes

En este trabajo se consideran los conjuntos racionales (también
conocidos como conjuntos regulares). Se demuestra el Teorema
de Kleene, el cual establece la equivalencia entre las clases de
conjuntos regulares y racionales. Finalmente, se describe el

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 46, No. 1, diciembre-marzo, 2025



Algebra de la dindmica de una clase de sistemas discretos

comportamiento o dinamica de un autémata usando ecuaciones
lineales. Para ello es necesario incluir las nociones de K-+-
algebras y K-subconjuntos racionales; asi como, las operacio-
nes fundamentales que determinan la generacion de la dindmica
de un K-Z-autémata.

Definicion 14. Sea K un semianillo conmutativo. Un alge-
bra sobre K (o0 una K- &lgebra) consiste de un conjunto
A dotado de tres operaciones: dos operaciones binarias:
suma y multiplicacion en A, y una externa: para cada
keK y a€A se tiene que ka€A. Dichas operaciones
cumplen los siguientes axiomas: a+b=b+a;
a+(b+c)= (ab)+c; (kikz)a=ki(kza); 1la=a, donde
1 representa la identidad de K; Existe un tnico @ € A tal
gque 0Oa=@, donde O representa el elemento nulo de K;
ki(a+b)=kia+kib; (kit+kz)a=kia +kea;
a(bc)=(ab)c; (a+b)c=ac+bc; a(b+c)= ab+ac;
ki(ab)= (kia)b=a(kib).

Como en el en el caso de los semianillos, la operacion a+b
puede ser reemplazada por la operacion );¢r a;, para cual-
quier conjunto finito de indices I, y los axiomas pueden
ser reformulados adecuadamente.

Definicion 15. Sea K un semianillo conmutativo completo
y A una K-algebra. Si };cya; esta bien definida como un
elemento de A, para cualquier familia de indices I, enton-
ces A es llamada una K-algebra completa.

Definicion 16. Sea K un semianillo conmutativo. Una K-
+-éalgebra A es un conjunto con una operacion binaria
sobre A, a*, donde at representa la suma infinita
a+a2+---+an+---. En adicion, A es llamada unitaria si
existe 1€A tal que 1la=a=al, para todo a€A.

Por otra parte, si K es completo y A es una K-algebra
completa, entonces A puede ser transformada en una K-
+-algebra, poniendo a* = Y;¢;a™, paratodo a € A; tam-
bién, si A es una K-+-algebra unitaria, entonces se denota
a*=1+at, y si A no es unitaria se escribe a*b=a+b-+b
y ba*=b-+ba+.

Definicion 17. Sea A una K-+-é&lgebra, y sea BCA no
vacio. B es una subalgebra de A si, para todo a,beB y
keK se tiene que a+Db, ab, ka, at estdn en B.

Definicion 18. Sea A una K-+-algebra, y sea B un subcon-
junto de A. La clausurade de B, denotada por B, es dada
por B = N¢ec C, donde €={ C: C es una subalgebra de
A que contiene a B}.

En lo que sigue, B también es llamada clausura racional de
B, y se hace referencia a sus operaciones como operaciones

racionales; asi, B es una subalgebra racionalmente cerrada y
cada elemento de B es llamado racional. Se enfatiza que B

es la subalgebra mas pequefia conteniendo a B.

Por su parte, Sea Ks el conjunto de todos los K-subconjun-
tos de S, donde K es un semianillo conmutativo completo
y S es un semigrupo.

Considere las operaciones Y1 Aj, KA, y AB, tal como fue-
ron expuestas en la Seccion (3 K- X-Autématas). Entonces
KS es una K-algebra completa. Por lo tanto, si se tomaa*t =
Yiera™, se tiene que KS es una K-+-algebra. Finalmente, se

resaltan las propiedades siguientes: (z)"‘:(z); aat=ata;
at=a*a; at=(a+---+ar)(ar)*, p>1; (a*b)+=
(a+b)*b; (a+b)+=(a*b) *+a*+a+; (ab)+=a(ba)*b.

Ahora, el problema central es emergido en la clausura B de
B, donde B es la clase detodos los K-subconjuntos simples de
S, denotada por RatxS. Por supuesto, cuando K es completoy
S es un semigrupo, RatkS esta bien definida. Ahora, supon-
gase que S es un semigrupo y K es un semianillo conmutativo
no necesariamente completo, entonces la férmula

AB() = > AWB®)
X=yzZ
no puede ser utilizada salvo que x=yz corresponda a un nu-
mero finito de factorizaciones. Més aun, la familia {A"}nen NO
necesariamente es localmente finita, de manera que A+ no ne-
cesariamente esta bien definida.

Para solventar esta situacion se puede imponer la condicion de
que S sea un semigrupo localmente finito. En consecuencia, S
no tiene elemento idempotente y por lo tanto no tiene ele-
mento identidad. Asi, bajo la restriccion anterior se tiene que
AB(x) es finita. Més aun, si n es el mayor entero para el cual
la factorizacion x = x1 - - - X €XisSte, entonces Ar(x) = 0, para
p > n. Asi, AT =Y, A" esté bien definida.

Finalmente, se tiene que KS es una K-+-4lgebra y RatkS
es definida sin ninguna dificultad, justamente como en el
caso cuando K es completo.

Un ultimo comentario, dada la importancia en este trabajo del
monoide X+ y en consecuencia de Ratx2*, establece la consi-
deracion de RatkM cuando M es un monoide. En este caso, la
no definicion de 1*=1414-- invita a considerar algunas restric-
ciones sobre M. En efecto, si M es un monoide localmente
finito, entonces xy=1 implica que x=y=1, puesto que en otro
caso se pueden obtener infinitas factorizaciones de la forma
xyxyxy---xy de 1. Ahora bien, si M—=M\{1} es un semi-
grupo, entonces M- es un semigrupo localmente finito. Reci-
procamente, si M- es cualquier semigrupo localmente finito,
entonces el monoide M=M-U{1}, el cual se obtiene ane-
xando a M— un elemento identidad 1, es localmente finito.

Considere la clase C de los K-subconjuntos A de M, con M un
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monoide localmente finito, tales que ANM—€RatkM—, en-
tonces RatkM- esta bien definido ya que M- es un semigrupo
localmente finito;equivalentemente, C es la clase de todos
los K-subconjuntos A=k+B, BERatkM-, donde k=K1,
con 1 el elemento identidad de M, k=A(1).

Proposicién 13. Sea M un monoide localmente finito. La
clase C de todos los K-subconjuntos de M de la forma
A=k+B, BeERatkM~ es la clase més pequefia que con-
tiene todos los K-subconjuntos simples de M y es cerrada
bajo las cuatro operaciones racionales, conla operacion
A+ restringida a los K-subconjuntos de M—=M\{1}. Si K
es completo, entonces C=RatxM.

Demostracion: Sean A,A'eC, entonces A=Kk+B,
A'=k'4+B' con B,B'€eRatkM, y sea l€eK. Entonces,
A+A'=(k+k")+(B+B"); AA'=(k+B)(k'+B")=kk'+(kB'
+k'B+BB"); IA=1(k+B)=1k+I1B; luego, A+A', AA'y
1A son los elementos de C. Si A es K-subconjunto de M-,
entonces A=B; en consecuencia, At€RatkM-cC. Asi, C con-
tiene todos los K-subconjuntos simples de M y es cerrada
bajo operaciones racionales. Si C es otra clase que contiene
a los K-subconjuntos simples de M, entonces RatkM—cC' y
K1cC', con 1 la identidad de M. Luego, CcC'. Ahora,
supdngase que K es un semianillo completo, entonces KM es
una K-+-algebra. Asi, basta demostrar que si AEC, entonces
A+eC. Luego, C es una subalgebra de KM que coincide con
RatkM. Sea A€C, entonces A=k+B, B€RatkM-, de
manera que A+=(k+B)+=k*++k*(k*B)*+€C.

Definicion 19. Sea K un semianillo conmutativo y M un
monoide localmente finito. RatkM es la clase de todos los
K-subconjuntos de M de la forma A=k+B,
BeRatkM—.

Teorema 3. (Kleene) Sea K un semianillo conmutativo, y
sea X un alfabeto finito.Un K-subconjunto A de X* es
regular, si y solo si, este es racional.

Demostracion: Sea C la clase de todos los K-subconjuntos
regulares de X*. Los K-subconjuntos simples 6 y a, para todo
a € X, son reconocidos por automatas; asi, estanen C, con C
cerrado bajo las operaciones racionales, con la operacion A+
restringida a los K-subconjuntos de +. Asi, por la Proposi-
cién 13 RatxX* < C. Esto prueba el teorema en una direc-
cion.

Reciprocamente, sea A = (Q,%,E,I,T) un K-Z-autdmata y
sea Q = {1,2,3,---,n}.Considere los K-subconjuntos regu-
lares Ay=|(Q,%,E,i,j)|, para 1<i,j< n.

Como, |A] =Z I A;T()I, entonces es sufi-
1jeQ

ciente mostrar que los K-subconjuntos Aj; estan en RatkZ*,
para 1 <i,j < n. Considere, para todo i,j,k con 1<ij,

j<ny 0<k<n, el conjunto C*;; = {c: i —j no trivia-
les/ existen caminos no trivialesc’:i —> 1, ¢’": 1
—j,1 < k}. SeaB "i,- la suma de las etiquetas de caminos
en C ki]-. Como B °i]- = E;;, se obtiene inductivamente que
BY; =B +B* 1 B" u) ' B¥ ', 0<k<n:
de donde, cualquier camino c:i — j estd en C ki]-, si y solo
si, ¢ esta en C k‘lii 0 c posee una factorizacién

d €1 €2 Cpn-1 Cn c

io>k—>k->-—> k>k—jnx0en .
Esta factorizacion es Ginica. Como Eg; son K-subconjuntos ra-
cionales de X se sigue que B kii son racionales, para todo k,
con 0 <k < n. Por lo tanto, A;; son racionales.

La demostracion del Teorema de Kleene proporciona un método
eficiente para calcular la dindmica de un K-Z-automata. Este
método depende del estudio de ecuaciones lineales.

Considere un sistema de n ecuaciones con n incognitas X; =
n
E EI]X] + Ti, 1<i<n donde E" y Ti son K-subcon-
j=1

juntos de Z* y X; son las incognitas. Tal sistema puede ser
visto matricialmente como

~\'1 Ell E12 e Eln <\>l ’/'l
. \.Z E’.’l E‘..".Z e E'Jn \.’ I.Z
A\Vn Eu] E,,j e Euu 'V/l Iu

es decir, X = EX + T.

Proposicion 14. El vector X = E*T es una solucién del sis-
temaX =EX+T.

Demostracion: Siendo 1. la matriz identidad nxn, se tiene
que E*T = (1, + EE)T =T + (EE))T = E(E‘'T) + T

Proposicion 15. Si E;;cX+, para todo 1<i, j < n, (recuerde
que Eij X+, equivale a decir que es un K-subconjunto de Z+),
entonces el sistema X = EX + T tiene solucion Unica.

Demostracion: Sean X e Y dos K-subconjuntos de Z* que sa-
tisfacen X = EX + T. Se puede demostrar que Xi(s) = Yi(s),
para 1 <i<n, y para todo seX*. Para esto, se procede por
induccion sobre la longitud de la palabra s. Si |s| = 0, enton-
ces s = 0. Luego, por hipdtesis, se tiene que E;(6) = 0. En
consecuencia, Xi(8) = Ti(0) = Yi(0). Supdngase que Xi(s) =
Yi(s), para todo s € X+ |s| > 0. Entonces, X; (s) =

> EXD(S) +Tils) =
)

Z_ Z E;j(v)X;(w) + Ti(s). Analogamente,
j vw=s

Y, (s) = zi va:sEii (V)Y;(W) + T;(s). Como

E;(v) = 0, cuando v = @, entonces se puede excluir de
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la suma el caso v = 0, w = s; es decir, considere solo el
caso |w|<|s|. Por hipotesis de induccién, Xi(w) = Yi(w). Por
lo tanto, Xi(s) = Yi(s).

Proposicion 16. Si Eij c £ty Eij, T;€ RatKZ*, para todo
1 < i,j < n, entonces lasolucion nicaX de X = EX + T es
tal que X1, X2,---,Xn € RatKZ*, donde
X,
ot
X,
Demostracién: Procediendo por induccion sobre n: sin=1,
entonces X; = E* 11Ty = Ty + E* 11Ty, es solucién de
X = EX + T, y estd en RatKZ+. Supdngase que la proposicion
es verdadera para n > 1. Esto es
Xy
Y- X,
X,y
es tal que, X;€ RatKz* i=1,--,n — 1. Considere
X
N = \

e

y sea la n-ésima ecuacion X, = E,,X, + C + T,, con
C=E 1X1 ++Enm-—1)Xn-1). Como E ,, C £%; en-
tonces desde la Proposicién 14 y Proposicion 15, se sigue
que X, =E* ,n(C+ T,). Sustituyendo en las primeras
n—1 ecuaciones se obtiene el sistema X = E'’X + T', de n—1
ecuaciones con n—1 incognitas, donde E';; =E;; +
EinE'mnEnj ¥ Ti=Ti +Tin T ynTn; de donde,
E;jc Ity T';, E';;€ RatK2+. Luego, por hipdtesis de induc-
cién se sigue que Ce RatKZ*. Asi, X,,€ RatKZ*. Ademas, X1,
Xa,++,Xn satisfacen el sistema. Asi, se obtiene el resultado
deseado.

Teorema 4. Sea A=(Q,%,E,I,T) un K-Z-autdbmata con
Q={1,--,n} y con matriz de transicion E, entonces
|[A] =21, ;X;, donde]; es el valor de I en el estado

iy

es la Unica solucidn del sistema de ecuaciones X = EX + T.

Demostracion: Sea A = (Q, X, E, i, T) y Q={1---,n}.
Sea Xi=|(Q,%,E, 1, T)|, para todo 1 <i<n. Por el Coro-
lario 1, X; = (E"T); de maneraque X = E*T. ComoE ;¢
X, entonces por la forma matricial del sistema dada en el Teo-
rema de Kleene, X es la solucidn Gnica del sistema X = EX +
T. Ahora, ya que todos los coeficientes estan en RatKx*, en-
tonces desde la Proposicién 16 se sigue que X1,-++,Xn estan en

RatKZ* Luego, |A| = > - L;X;€ RatKX*.

Ejemplo 3. Considere el autémata dado en la figura si-
guiente.

o) ., T
() T ()
> 1 3 —

Las ecuaciones son X; =aX; + X5 y X, =(a+
)X, + 0; asi, X, = (x+ )" Luego, sustituyendo se
tienequeX; = oaXy + T(a+ )" = a*t(aa + T)"; luego,
Al =3} 11X = a't(a+T)".
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