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Resumen

En este trabajo, se realizé la simulacién numérica de la respuesta dindmica de un sistema multicuerpo utilizando un mode-
lo unidimensional (1D) implementado a través de elementos finitos (EF), para establecer una comparacion con su modelo
analitico propuesto en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). El sistema multicuerpo seleccionado es uno de los obje-
tos de estudio de la dinamica de sistemas vehiculares, un vehiculo de transporte de carga constituido por cuerpos rigidos y
cuerpos elasticos. Se obtuvieron resultados satisfactorios, con errores menores del 2.5% respecto al modelo teérico de re-
ferencia que validan el modelo numérico generado por métodos computacionales para el estudio dinamico y la factibilidad
de ser empleado para modelar sistemas de esta indole y de mayor complejidad. Tales resultados conducen a afirmar la ven-
taja que ofrece el modelado numérico utilizando herramientas computacionales para incorporar algunas otras caracteristi-
cas del sistema multicuerpo que no son consideradas en los modelos analiticos simplificados, como lo es la integracion en-
tre el estudio del estado de esfuerzo-deformacidn en el tiempo bajo condiciones de trabajo del vehiculo de carga para este
caso de estudio.

Palabras claves: Sistemas multicuerpos, elementos finitos, dinamica, modelado.

Abstract

In this work, the numerical simulation of a multibody system dynamical response using an unidimensional (1D) model im-
plemented with finite elements (FE) is presented. The purpose was to establish a contrast between the numerical model us-
ing computational tools and its analytical model generated by ordinary differential equations (ODE). The selected multi-
body system was a truck, which is one of the most studied objects in the vehicular systems dynamic, constituted by rigid and
elastic bodies. We obtained satisfactory results, with errors below 2.5% in reference with the theoretical model. These re-
sults validate the numerical model generated by computational methods for the dynamical study and the feasibility of using
it for modeling this kind of systems and others with a major complexity. We can remark the advantage that numerical mod-
eling using computational tools offers for other multibody systems with characteristics which are not usually considered in
simplified analytical models, such as the time-based effort-deformation state in actual working conditions of the truck, for
this case of study.

Keywords: Multibody system, finite elements, dynamic, modeling.
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1 Introduccion

Una aproximacion general de la dindmica de un siste-
ma multicuerpo es el modelo de un sistema cuya dindmica
sea continua en el tiempo y espacio y los parametros que lo
definan sean constantes en el tiempo y en todos los puntos
del sistema, tal como lo presentan en su modelo no lineal
Eich-Soellner y Fiihrer (Eich-Soellner y Fiihrer, 1998).
Eich-Soellner y Fiihrer abordaron el primer método siste-
matico de problemas y métodos numéricos en la dinamica
de multicuerpos, desde el punto de vista de la dindmica de
sistemas vehiculares (Arnold, 2004), proponiendo, entre
otros, un modelo basico del sistema multicuerpo sin restric-
ciones en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Sin
embargo, muchas aplicaciones practicas de este tipo de sis-
temas solicitan consideraciones adicionales a la representa-
cion clasica del comportamiento dinamico de los cuerpos
rigidos del sistema que realizan las EDO, para la genera-
cién de modelos mas avanzados. En (Eich-Soellner y Fiih-
rer, 1998) y en (Arnold, 2004), se presentan algunas de las
modificaciones del modelo clasico del sistema vehicular y
los métodos matematicos que abordan cada una de las solu-
ciones. En (Gasbarri, 2002), (Stemple, 1998) y (Anderson y
Oghbaei, 2005) por ejemplo se sefialan algunos desarrollos
de las ultimas décadas, orientados al problema de modelado
de sistemas dindmicos multicuerpos en general, mientras
que otros autores se dedican a aplicaciones practicas de la
simulacién como el rastreo de vehiculos presentado en
(Rubinstein y Hitron, 2004).

El modelo dinamico dpe un sistema multicuerpo puede
ser tan complejo como lo pretenda y requiera el estudio.
Sistemas muy complejos pueden ser descompuestos en uni-
dades funcionales mas pequefias para ser analizados indivi-
dualmente y/o por varios grupos de ingenieria con diferen-
tes especialidades. En este sentido, un aspecto a estudiar es
el uso de herramientas computacionales basadas en elemen-
tos finitos (EF) para el modelado y obtencion de soluciones
numéricas simuladas que permitan integrar el analisis de
varios de los comportamientos de un sistema multicuerpo
(dindmicos, estaticos, entre otros).

El propdsito de este trabajo es establecer una compara-
cion entre la respuesta dinamica simulada de los movimien-
tos de los cuerpos rigidos de un vehiculo de transporte de
carga, obtenidos a partir de un modelo numérico generado
por definicion de la geometria del sistema y sus parametros
fisicos, respecto a un modelo de referencia, ambos con
iguales caracteristicas fisico-dimensionales y paramétricas
y sometidos a las mismas condiciones.

El presente articulo estd desarrollado en 5 secciones: la
primera, presenta la descripcion del sistema multicuerpo
seleccionado para el estudio, la segunda contiene el modelo
analitico utilizado como referencia en la comparacion, la
tercera presenta el modelo numérico implementado, la cuar-
ta, los resultados con sus respectivos analisis y, por Gltimo,
se presentan las conclusiones de este estudio.

2 Descripcion del sistema multicuerpo

El sistema multicuerpo seleccionado para este trabajo,
es un vehiculo de carga pesada, como el estudiado por
(Eich-Soellner y Fiihrer, 1998), mostrado en la Fig. 1, el
cual ha sido uno de los principales objetos de estudio en la
dinamica de sistemas vehiculares. Los modelos matemati-
cos de este tipo de sistemas, han sido ampliamente utiliza-
dos como guias para la seleccion de las propiedades de los
sistemas de suspension que habran de mantener la traccion
en sus ruedas, minimizar las oscilaciones y aceleraciones
verticales del vehiculo, asi como mejorar el confort de los
ocupantes (Bouazara et al., 2004) y la seguridad de los pro-
ductos en la carga a transportar. La solucioén del problema
dindmico de un vehiculo de carga también puede extender-
se a la definicion de estrategias de distribucion de la carga
para optimizar el desempefio de los sistemas de suspension.

Este vehiculo de carga, es un sistema transversalmente
uniforme, en el cual las cargas de los cuerpos, las fuerzas
interactuantes, las excitaciones y las respuestas ante ellas,
se suponen iguales en magnitud y direccion en todos los
puntos de la seccion transversal de cada cuerpo. Con esta
consideracion, se empled un modelo bidimensional, pese a
que no permite el andlisis de todos los movimientos gene-
rados por éste (Bouazara et al., 2004). El objetivo actual del
modelo es el estudio de los movimientos verticales, luego
de que con el presente trabajo se hayan validado algunas de
las bondades del modelado numérico utilizando herramien-
tas computacionales. Modelos como estos permiten, sin
embargo, obtener la respuesta dinamica de los demas gra-
dos de libertad (GDL) del sistema multicuerpo.

Fig. 1. Vehiculo de carga pesada.

El vehiculo esta conformado por tres cuerpos rigidos:
la cabina, la carga y el chasis. Cuenta con sistemas de sus-
pension pasiva en cada interconexion vertical de los cuer-
pos rigidos, conformados por arreglos simples de disipacion
de energia resorte-amortiguador en paralelo, con caracteris-
ticas lineales. Las ruedas del vehiculo o, cuerpos de contac-
to con la superficie, son cuerpos flexibles del sistema y han
sido aproximados, como en la mayoria de estos modelos
(Eich-Soellner y Fiihrer, 1998, Lee et al., 2006), a un siste-
ma de suspension pasiva conectado en serie a la masa con-
centrada de cada rueda (Fig. 2). La dinamica del sistema, la
definen los 9 GDL que tiene el vehiculo de carga (Tabla 1).

Un vehiculo de carga esta expuesto a excitaciones ex-
ternas, tales como las fuerzas verticales en los elementos de
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contacto con la superficie debidas a las irregularidades del
terreno por el cual se desplaza, produciendo una deflexion
en los cuerpos flexibles y, como consecuencia, una transmi-
sion de fuerzas hacia los demas cuerpos del sistema. Es la
diversidad de irregularidades en el terreno uno de los facto-
res mas importantes que han de tomarse en cuenta en el
analisis dinamico de un sistema vehicular de este tipo, tal
como lo es para los vehiculos todo terreno (Dai, 2006),
siendo la respuesta dinamica también altamente dependien-
te de la masa que se le suministre a la carga del vehiculo, la
cual ha de representar la mayor parte de su peso. Para las
simulaciones realizadas, se supuso que el camion se despla-
zaba horizontalmente a una velocidad constante de 15m/s,
sobre una superficie modelada por la funcién u(t-t,), repre-
sentada en la Fig. 3 y descrita en la Ec. (1) donde, t, es el
tiempo en el cual cada rueda comienza a percibir la irregu-
laridad del terreno.
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Fig. 2. Modelo 2D del vehiculo de carga pesada

Tabla 1. Grados de libertad del vehiculo de carga

GDL Movimiento ——— Cuerpo —

Indice Representacion

p1 Vertical 1 Rueda trasera

P2 Vertical 2 Chasis

o Angular 2 Chasis

Pa Vertical 3 Rueda delantera

ps Vertical 4 Cabina

Ps Angular 4 Cabina

p7 Horizontal 5 Carga del vehiculo

Ps Vertical 5 Carga del vehiculo

Do Angular 5 Carga del vehiculo

t—ty
u(t—t0)=4~[TOj e st (1)

La excitacion, u(t-t), es percibida en cada rueda como
un desplazamiento vertical resultado del perfil que tiene la
superficie en el plano del modelo, referida al sistema de co-
ordenadas global seleccionado (Fig. 2). Tales desplaza-
mientos forzados que experimentan las ruedas (y como
consecuencia todo el vehiculo), dan lugar a una deforma-

cion en cada una de ellas, incidiendo entonces las excita-
ciones originales en la dinamica del sistema multicuerpo,
como fuerzas excitadoras del modelo aproximado resorte-
amortiguador de las ruedas. Ambas ruedas son sometidas a
la misma perturbacion, sélo que con un tiempo de retardo
de contacto t, debido a la separacion que existe entre las
ruedas y a la velocidad que se asumi6 que lleva el vehiculo

Los movimientos de los cuerpos del vehiculo de carga
son modelados referidos al sistema de coordenadas global,
la deformacion de los cuerpos elasticos y de amortigua-
miento, al sistema de coordenadas local de los cuerpos que
cada uno de ellos interconecta y, la simulacion de la res-
puesta de cada uno de los movimientos, estd referida a las
coordenadas locales del cuerpo.
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Fig. 3. Excitacion del sistema.
3 Modelo analitico

Se utilizé el modelo analitico del sistema multicuerpo
sin restricciones planteado en (Eich-Soellner y Fiihrer,
1998), como referencia para establecer comparaciones del
modelo en EF. El modelo analitico describe, a través de
EDO, la dindmica basica de los cuerpos del sistema segiin
las propiedades de las masas e inercias que éstos revelan
ante excitaciones externas, dadas por fuerzas vectoriales o
giroscopicas y, aplicadas sobre uno o mas cuerpos.

Un sistema multicuerpo, al estar conformado por va-
rios cuerpos individuales interconectados por medio de no-
dos comunes, puede modelarse a partir de la aplicacion de
las leyes de Newton sobre el analisis de los diagramas de
cuerpo libre de los cuerpos individuales, considerando la
interaccion entre cada uno de ellos en la suma de las fuerzas
actuantes. El sistema es descrito utilizando un sistema de
coordenadas global y las coordenadas relativas entre los
cuerpos. Las EDO que modelan el sistema de la Fig. 2 son
las que se muestran en el sistema de ecuaciones (2), donde
las fuerzas en las coordenadas X e Y que revelan los ele-
mentos de las suspensiones pasivas que interconectan los
cuerpos son representados en la forma general, segin la
forma escrita por (Eich-Soellner y Fiihrer, 1998) con las
Ecs. (3), (4) y (5). En la Ec.(3), i y j son los indices de los

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 28, No.3, agosto- noviembre, 2007



160

Matamoros y col.

cuerpos involucrados en la unién y los subindices 1 y 2, se
corresponden con las coordenadas X e Y, respectivamente;
en la Ec. (4), X, Y y Z son las direcciones de los movimien-
tos del cuerpo i, j y, hyi ¥ hyj, son las posiciones del extremo
de las uniones respecto a los centros de masa de cada cuer-
po involucrado i, j. Las fuerzas fjy y f30, son consecuencia
de la deformacion que los elementos elésticos de los mode-
los de las ruedas experimentan debido a las irregularidades
de la superficie, con coeficientes de elasticidad k; y de
amortiguamiento di. Los pardmetros a; (i=1,2,4,5;
J=2.3,4.,5; i#), by (iF2,4; j=2,4; i#)), s, cia (iF1,2) y Iy
(i=1,2,3), son pardmetros de la geometria del sistema res-
pecto a los sistemas de coordenadas global y locales (Fig.
4). El sistema multicuerpo, en equilibrio, esta sometido s6lo
a las fuerzas nominales f;’. Las condiciones iniciales de los
movimientos pi(0) estan dadas por la posicién del centro de
masa CMj, respecto al sistema de coordenadas global.

m, p, = flo, "'flz2 -mg,
m,p, = _flz2 - fzs2 + f24Z + f422 + fzs2 + fldz + fza2 -
f,, —h, (f231 +1, )) Cosp; —

ap 12, _hl (f23Z + flz2 )) sinp3 +

m,g,
L Py =(~af, -
(-ants, -
(asstas, + a5, (F, +Fa, )by (£, + £, +Eoy, ))cOSD,
(a By, +ag, (£, + 6 ) +hy (B, +6, +f2d2))sinp3 _
(<asitay, +apfey, +h, (£ +1,, ))cosps -
(<2t +aify, +1, (£, + 1, ))sinps
m, p,=—fy, +f, —m,g,
m, ps =—f, —f,, -
I,p, = (—b24f242 by, fy, —hy (£, +£,, ))cosp,
(~bastis hy (£, + 1, ))sinp,

m; p, :_fzs, _fld1 _fzd,

m4ggr (2)

_b42f12, -
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Fig. 4. Geometria del vehiculo de carga.

4 Modelo numérico en EF

“La esencia del método de elementos finitos es tomar
un problema complejo, cuya solucion puede ser dificil, si
no imposible de obtener y descomponerlo en piezas indivi-
duales, cuyas soluciones pueden ser construidas y, luego
unir las soluciones locales aproximadas para obtener una
solucion aproximada global” (Klaus-Jurgen, 1995).

El modelo numérico del sistema fue realizado utilizan-
do el método de elementos finitos con el programa Ansys,
para el cual se utilizaron tres tipos de elementos 1D: masas,
barras y elementos combinados resorte-amortiguador, para
definir los 5 cuerpos del vehiculo de carga: la cabina, la
carga, el chasis y las dos ruedas del modelo planar, asi co-
mo los elementos de suspension que los interconecta (ver
Tabla 2). Se aplicaron restricciones de movimientos en al-
gunos de los elementos como se describe en la Tabla 3, pa-
ra especificar los 9 GDL del sistema (ver Tabla 1) y, se de-
finieron desplazamientos aplicados en los nodos terminales
de los elementos resorte-amortiguador para modelar el con-
tacto con la superficie (Fig. 5).Se emplearon los mismos
valores de los parametros de las masas de los cuerpos, de
cada elemento de los sistemas de suspension pasiva, de las
dimensiones y ubicacién de los centros de masa de los
cuerpos (CM;), asi como las mismas excitaciones que en el
modelo analitico.

La representacion grafica de la implementacion en EF
utilizando Ansys, se muestra en la Fig. 5. Posteriormente se
procesa la solucion del problema utilizando pasos de carga
donde se incluye el retardo de la rueda trasera.
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5 Resultados de las simulaciones y analisis

Se realizaron simulaciones de los modelos analitico y
numérico, definidos en las secciones anteriores, para esta-
blecer comparaciones entre los resultados de la dinamica de
los desplazamientos verticales arrojados por cada uno de
ellos. La soluciéon del modelo analitico fue obtenida utili-
zando Matlab, tal como lo implementaron los desarrollado-
res del modelo, aplicando la excitacion, u(t-ty), ya definida.
Para la solucion de las EDO se utiliz6 la funcion de Matlab,
ode23. La simulacion del modelo en EF, como ya se men-
ciond, fue realizada en Ansys, ambas para un tiempo de
t=20s, de manera de poder apreciar la estabilizacion del ve-
hiculo al volver a transitar sobre la superficie horizontal.

Las condiciones de equilibrio del sistema, estan dadas por
las posiciones nominales de cada cuerpo referidas a su eje de
movimiento, cuyos valores se muestran en la Tabla 4.

Tabla 2. Elementos utilizados en el modelo.

Tipo de Ele- Elemen- Cuerpo (i) / Cant.
mento tos Ansys Interconexion (i-j) (elem)
)
1 1
2 1
Masa mass21 3 1
4 1
5 1
2 1
Barra beam3 4 1
5 1
Superficie - 1 1
Superficie - 3 1
- . 1-2 1
iiﬁg?t?guador combin14 3.2 1
2-4 2
2-5 3

Tabla 3. Restricciones, GDL y cargas aplicadas en cada cuerpo k (en el
modelo son aplicadas en nodos internos de los cuerpos, ubicados en CMy).

Cuerpo  Restricciones Cargas
GDL
1 Desplazamiento
uY u(t'to l)
2 UY, ROTZ 0
3 Uy Desplazamiento
u(t'to2)
4 UY,ROTZ 0
5 UX,UY,ROTZ 0

Los parametros definidos (referidos a los indices de los
cuerpos, Fig. 2) para ambas simulaciones son los mostrados
en la Tabla 5. Estos fueron los utilizados en (Eich-Soellner
y Fiihrer, 1998) para simular su modelo.

Carga Cabina

P\ e
ALY J.' -
b
k : ] Chasis
p) <,
IE: ] 3
: 2
i 7 :
! ) Caucho Trasero Caucho Delantero ,__
-]
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i
T
Ll Lppannd

WY

2

Lo

Fig 5. Modelo del vehiculo de carga en EF

Tabla 4. Posiciones nominales de los cuerpos del sistema.

GDL  Posiciéon nominal

b1 0.5 (m)
P2 2.0 (m)

D3 0.0 (rad)
P4 0.5 (m)
ps 2.9 (m)

Ps 0.0 (rad)
p7 a5-Cas (m)
ps 2.9 (m)

Po 0.0 (rad)

Tabla 5. Valores de los parametros utilizados en ambos modelos

Modelo Valores de los parametros (MKS)

Analiticoy Masas: m;=1450, m,=3335,

Numérico m;=600,m;=1100, ms= 11515
Inercias: 1,=14313,1,=948,1s=33000
Constantes de resorte: k;;=4.4-10",
k3=2.2"10"%, k;,=8.247-10"%,
k»3=2.711-10", k»,=1.357-10"%,
ksp=1.357-10", k;=7.7-10",
k2i=7.7-10", k»5=9.0-10"
Coeficientes de amortiguamiento:
d10:600, d30:300, d12:21593, d23:38537,
d2,=12218, d,=12218, d»s=38500,
d,i=33013, dp=33013
312:-2.06, 323:2.44, 325:0.98, a52:-3.07,
8.24:1.94, 3.42:3.64, b42:0.9, b24:-0.8,
025:2.44, C]d:-1.91;02d2-1.31, h1:-1.34,
h2:0.0, h3:0.0
Fuerzas nominales:
fi0° = -2.32914516200000-10"°,
f,," = -0.24687266200000-10™,
3] = -1.14743483800000-10",
£, = -0.08492483800000-10™,
£,° =-0.12784288235294-10,
£,° =-0.12720811764706-10"°,
5" =-0.85490594111111-10°,
6’ =-0.76635491099974-10",
£, =-0.76635491099974-10"°
Aceleracion de la Tierra: 9.81
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Las simulaciones realizadas, arrojaron los resultados
de la Figs. 6 y 7 de los cuerpos elésticos: rueda delantera y
trasera; mientras que en las Figs. 8, 9 y 10 se muestran los
desplazamientos verticales de los cuerpos rigidos del vehi-

culo: chasis, cabina, y carga, respectivamente.

20
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Fig 6. Desplazamiento vertical de la rueda delantera
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Fig 7. Desplazamiento vertical de la rueda trasera
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Fig 8. Desplazamiento vertical del chasis

En la Fig. 11 se muestra la dindmica de otro DOF de

uno de los cuerpos rigidos, también obtenida por ambos
métodos, encontrandose una mayor diferencia en los resul-
tados, respecto a los obtenidos para los desplazamientos
verticales. La Fig. 12 muestra las medias de los errores por-
centuales, referidos a la mayor amplitud en valor absoluto
de cada respuesta obtenida por el método analitico. El pe-
riodo de tiempo utilizado fue de 0.005 s.
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Fig 9. Desplazamiento vertical de la cabina
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Fig 10. Desplazamiento vertical de la carga
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Fig 11. Desplazamiento horizontal de la carga
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Fig. 12. Errores medios en cada GDL
6 Conclusiones

En este trabajo se han utilizado las ecuaciones de la
dindmica multicuerpo desarrolladas en (Eich-Soellner y
Fiihrer, 1998), para modelar los desplazamientos verticales
de cuerpos rigidos y elasticos que conforman el modelo bi-
dimensional de un vehiculo de carga. En este sentido, se ha
desarrollado un codigo para resolver este tipo de problemas
utilizando Ansys, en el cual se permite incorporar y modifi-
car restricciones, cargas y parametros que se utilizan en el
modelo.

En cuanto a la resolucion del modelo numérico para
obtener los desplazamientos verticales de los cuerpos elas-
ticos y rigidos utilizando Ansys, se encontré que los resul-
tados son casi idénticos a los obtenidos analiticamente, pues
la diferencia media entre ambos es menor del 1%. En los
elementos rigidos, especificamente para la carga, la res-
puesta temporal del desplazamiento horizontal varia hasta
menos de un 2.5%.

Es posible arribar a cddigos mas sencillos utilizando
herramientas basadas en el método de elementos finitos pa-
ra realizar el modelo de un sistema multicuerpo. La simpli-
ficacion del modelado de la dinamica de un sistema multi-
cuerpo como el presentado este trabajo, permite dedicar los
esfuerzos, mas que al modelado, al analisis de los compor-
tamientos dinamicos de cada uno de los cuerpos que lo
componen a través de las respuestas simuladas, y abordar
con mejor ahinco el disefio y solucion de problemas diné-
micos en este tipo de sistemas, por medio de ajustes para-
métricos referidos a cada uno de los cuerpos o el redisefo.

Una extension de este trabajo consistira en ratificar la

factibilidad del estudio de las frecuencias naturales de osci-
lacién y los modos de vibracién de sistemas multicuerpo
empleando el método de EF y ampliar la vision hacia la po-
sibilidad de realizar modelos tridimensionales, sin incurrir
en mayor complejidad matematica que haga que el proble-
ma no pueda resolverse.
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