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Resumen 

En este trabajo se presenta un conjunto de estrategias de entonación y ajuste de controladores industriales tipo PID (pro-
porcional, integral, derivativo) y se comparan entre ellas. Una de las estrategias que se presentan, está basada en la formu-
lación del cálculo del PID como un problema de optimización convexa basado en desigualdades matriciales lineales 
(LMIs). Esta estrategia novedosa, permite incorporar condiciones de desempeño tales como: estabilidad, ubicación de po-
los y rechazo de perturbaciones. Con la estrategia basada en LMIs, se obtienen controladores con prestaciones iguales o 
mejores que otras más conocidas y de amplio uso, como aquellas basadas en modelo interno. 
 
Palabras claves: Entonación, controladores industriales PID, desigualdades lineales matriciales LMIs. 
 

Abstract 

In this work a new approach for tuning industrial PID controller is presented. The approach is based on a convex optimiza-
tion problem based on linear matrix inequalities. Performance requirements such as stability, pole location and disturbance 
rejection can be easily incorporated. The algorithm proposed is compared to other well known methods such as internal 
model and heuristic strategies, always with similar or better results. 
 
Key words: Tuning, industrial PID controllers, linear matrix inequalities. 
 
1 Introducción 

El controlador proporcional, integral, derivativo (PID) 
es, sin lugar a dudas, el regulador de más amplio uso en la-
zos de control de una entrada y una salida: sistemas mono-
variables (Astrom, 2002). Aparte de su versatilidad y am-
plio espectro de uso que va desde aplicaciones en procesos 
químicos hasta la aviónica y aeronáutica (Goodwin y col, 
2001), este controlador incorpora elementos atractivos en el 
lazo de control como son: robustez, eliminación de error y 
perturbación estacionaria. El ajuste de sus tres parámetros 
sin embargo, no es transparente y ha sido objeto numerosos 
estudios (Ziegler y. Nichols, 1942; Astrom y Hagglund, 
1995; Rivera y col, 1986; Skogestad, 2003; Ho y col, 1995). 
En este trabajo se repasan algunas de las estrategias más uti-
lizadas para la entonación de estos controladores industria-
les y se propone un método sistemático de ajuste de PIDs 
basado en un problema de optimización formulado con Des-
igualdades Matriciales Lineales (LMIs).  

El método propuesto realiza una búsqueda de los pa-
rámetros del PID, basándose en una condición de ubicación 

de polos en semiplanos y por ende, lleva implícitas dos 
condiciones de desempeño, que son: estabilidad y rapidez 
de respuesta. En vista de que cualquier mejora en la entona-
ción de estos controladores tendrá un gran significado prác-
tico, se ha decidido colocar en este trabajo no sólo los ajus-
tes de PIDs desarrollados, sino también los propuestos por 
otros autores (Skogestad, 2003; Ziegler y. Nichols, 1942; 
Ho y col, 1995)comparándolos. 

En este trabajo, se considera un lazo de control como 
el que se muestra en la Fig.1. 

 
Fig. 1. Lazo cerrado de control 

La entrada r(t) representa el valor deseado o consigna, 
la salida medible y(t), la señal de control u(t) y el error e(t) 
conforman las otras variables del lazo mostrado. r(s), y(s), 
u(s), e(t) son las transformadas de Laplace de esas señales. 
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G(s) y C(s) representan respectivamente, las funciones de 
transferencia del sistema y del controlador. 

2 Los algoritmos PID 

En general se habla de controladores PID, porque cada 
controlador tiene una componente proporcional, una inte-
gral y una derivativa, pero su estructura puede variar. Las 
expresiones más comunes son:  
 PID paralelo. En términos de la expresión temporal. 









++= ∫ dt

tdeTdtte
T

teKtu d
i

p
)()(1)()(  (1)

 
donde e(t) es la señal de error (ver Fig. 1). 
 PID Interactivo. En términos de la función de transferen-
cia. 
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donde u(s) y e(s) son las transformadas de Laplace del con-
trol y el error u(t) y e(t). 

Las constantes pK , iT  y dT  (y pK , iT  y dT ) repre-
sentan los parámetros de ajuste −o entonación− del contro-
lador. Es posible pasar de la forma paralela a la interactiva 
siempre que el polinomio: 12 ++ sTsTT idi , tenga raíces 
reales (Dormido y Morilla, 1995), el caso contrario siempre 
es posible. 

De igual forma, se pueden encontrar ligeras variacio-
nes sobre las estructuras antes mencionadas para resolver 
problemas específicos como saturación, evitar que cambios 
en la consigna afecten sensiblemente al controlador, entre 
otros (Astrom, 2002). 

Para el cálculo de los parámetros del PID mediante 
LMIs, se considera la forma paralela o ideal definida por la 
Ec. (1), en el entendido de que la mayoría de los controlado-
res industriales aceptan esta estructura y que si no fuese el 
caso, en general se puede pasar de una forma a la otra. 

3 PID vía LMIs iterativas 

En esta sección se desarrolla una estrategia de cálculo 
de los parámetros pK , iT  y dT  basada en LMIs siguiendo 
la estrategia propuesta por Cao y col. (1998). Para ello con-
sidérese el sistema: 
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al que se controla con un PID paralelo como el descrito por 
la Ec. (1). El vector x(t) ∈ ℜ n representa los estados, u(t) ∈ 
ℜ m el control, y(t) ∈ ℜ p la salida medible. A,B,C son ma-

trices constantes de dimensiones adecuadas que representan 
la dinámica del sistema. Asumiendo que se desea regular 
(mantener la salida en cero), )()( tyte −= . Sean: 
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De las Ecs. (1) y (3) es fácil deducir que: 
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De modo que definiendo un nuevo vector de estados de 

la forma: 
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y un nuevo vector de salida: 
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el problema de encontrar un controlador PID del tipo defi-
nido por la Ec. 1 para el sistema determinado por las Ecs. 3, 
es equivalente a encontrar una realimentación estática de la 
salida para el sistema: 
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donde: 
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El sistema de Ecs. 5 es estable si existen: una matriz P 
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definida positiva y una ganancia K, tal que: 

0)()( <+++ TPP KCAKCA BB   (7)
 
Para poder desarrollar un algoritmo de búsqueda a par-

tir de la condición definida por la Ec. 7 de Lyapunov, se in-
cluye una variable escalar adicional α que permite la formu-
lación de un problema convexo que siempre tiene solución. 

El algoritmo es formulado en la sub sección siguiente. 

3.1. El algoritmo 

El algoritmo basado en desigualdades matriciales li-
neales según Granado y col. es el siguiente: 
 Paso 0: determine una matriz de Lyapunov candidato (P0) 
de la expresión: 
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y haga i = 0. 

 Paso 1: Dado Pi , determine Ki y α* de la forma: 
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si 0≤α  se ha encontrado una ganancia Ki que estabiliza 
al sistema, sino, vaya al paso 2. 

 Paso 2: Dado Ki y un borde superior α* que es el valor de 
α obtenido en el paso 1, calcule Pi+1 y un nuevo α óptimo 
(α̂ ), partir de: 

αα mín=ˆ  (11)
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Si 0ˆ ≤α , entonces Ki es una ganancia estabilizante y 

sino haga i = i + 1 y vaya al paso 1. 
Algunos comentarios a propósito del algoritmo. 
Comentario 1 El algoritmo propuesto está basado en 

el hecho de que la condición de Lyapunov que asegura la 
estabilidad para el sistema con realimentación estática de 
la salida (Ec. 7), es bilineal en las incógnitas K y P, y por 
ende cuando una se fija, lo que resulta es una desigualdad 

matricial lineal (LMI) en la otra variable y en consecuen-
cia, un problema convexo. 

Comentario 2 En el Paso 0, lo que hacemos es sumi-
nistrar al algoritmo un punto de arranque, a partir de la 
condición de estabilidad con realimentación de los estados, 
que es una LMI en P y R ( P1-K= ). Si no existe tal matriz 
P que asegura estabilidad con realimentación de estados, 
tampoco existirá un PID que haga el trabajo. Observe, que 
en el paso 0 simplemente damos un punto de inicio a partir 
de una condición necesaria. Se ha podido arrancar desde 
otro punto, e.g., desde la matriz P asociada a un PID ajus-
tado por Ziegler y Nichols que sabemos estabiliza al siste-
ma original. 

Comentario 3 En el paso 1, conocida una matriz Pi , 
se inicia la búsqueda de una ganancia Ki  que pudiera esta-
bilizar al sistema. Ella (Ki ) será una ganancia estabilizan-
te, si la solución del problema (convexo) de optimización 
que se formula en el paso 1, termina con un valor de 

0* ≤α . Observe que el problema en el paso 1 es una LMI 
en las incógnitas (Ki, α). 

Comentario 4 En el paso 2, conocida una ganancia 
Ki, lo que se busca es verificar si ella es, en efecto, una ga-
nancia estabilizante, lo que se certifica si la condición (Ec. 
12) es satisfecha, o lo que es lo mismo, se obtiene una ma-
triz Pi+1. Observe igualmente que la condición (Ec. 12) es 
biconvexa en α y Pi+1 ; sin embargo, siendoα un escalar y 
conociendo un límite superior (α*) es fácil obtener ese mí-
nimo de α  porque (siendo escalar) sólo tiene una forma de 
descenso, luego en el paso 2 lo que se hace es fijar el α  en 
un valor, resolver la LMI para Pi+1  y si tiene solución se 
hace α  más pequeño y si no, se vuelve al paso 1. 

Comentario 5 La satisfacción de la condición (Ec. 10) 
ó de la (Ec. 12) no sólo asegura una ganancia estabilizante 
sino que además da una medida de calidad del controlador 
obtenido ya que su satisfacción garantiza que los polos del 
sistema a lazo cerrado están ubicados a la izquierda de α /2 
(Scherer y col, 1997). 

Comentario 6 En el paso 2, no se requiere calcular el 
mínimo de α , bastaría verificar que con α = 0 se satisface 
laEc. 12, lo que certificaría la estabilidad. Se ha incluido el 
mínimo, sólo para determinar la bondad del controlador 
medido como lo descrito en el comentario anterior. De 
hecho, en algunas circunstancias y para ubicar un mejor 
PID y evitar los problemas numéricos no se vuelve al Paso 
1 con la Pi+1  asociada al mínimo sino más bien con una 
menos extrema. 

Comentario 7 La variable escalar α asegura que los 
problemas formulados en los pasos 1 y 2, siempre tendrán 
solución. Ello no asegura sin embargo, que siempre se en-
contrará un PID estabilizante. El algoritmo falla en encon-
trar un PID si 0ˆ,* ≥αα  y εαα ≤− ˆ* , con ε  algún valor 
de convergencia determinado. El éxito del algoritmo está 
garantizado porque si no existe un controlador PID, el al-
goritmo, tal como formulado es decreciente y tiene una cota 
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inferior estrictamente positiva, lo que asegura convergen-
cia. En el caso de existencia de un controlador, basta con 
alcanzar un valor de α  negativo sin importar si se ha al-
canzado un valor de convergencia o no. 

Comentario 8 Por último, este algoritmo puede 
igualmente ser aplicado para el cálculo de controladores 
PI de sistemas continuos y discretos, para sistemas multiva-
riables y para sistemas con incertidumbre poliédrica o aco-
tada en norma en las matrices A y C del sistema original 
(para las definiciones de las incertidumbres véase Petersen 
(1987) y Bernussou (1987) y para las extensiones referidas 
Granado y col. (2003). 

4 Otros algoritmos de entonación de PIDs 

En esta sección se presentan otras estrategias de ento-
nación de controladores PID. Ello para reforzar el aspecto 
didáctico de este trabajo, permitiendo al lector encontrar 
diferentes enfoques al ajuste de controladores y servir de 
guía y orientación para la entonación de controladores. Los 
algoritmos presentados son, en nuestra opinión, los de uso 
más común en entornos industriales. 

4.1. Ajustes heurísticos 

Estos son quizás los métodos de entonación y ajuste 
más conocidos. Ello se debe a la facilidad de aplicación 
−simplemente tomar unos valores de una tabla−, y a su am-
plia difusión. 

Los ajustes están asociados a una determinada presta-
ción (desempeño) del lazo cerrado, para el que se ha su-
puesto que el sistema a controlar sea de primer orden más 
retardo y cuya función de transferencia es de la forma: 
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donde los parámetros dK τ,  y τ que representan respecti-
vamente, la ganancia, el retardo y la constante de tiempo del 
sistema, se suponen conocidos. Las reglas de entonación 
están basadas en numerosos ensayos (heurísticas) sobre sis-
temas piloto. 

Sin duda, que las reglas de ajuste más conocidas son 
las de Ziegler y Nichols . Ellas están basadas en lograr una 
relación de 0,25 entre el valor del segundo y el primer pico 
positivo de la respuesta temporal del sistema a una entrada 
escalón. Estas técnicas son conocidas como de: "Quarter 
Decay Ratio". Adicionalmente, a mediados de los años 80s, 
surgen reglas de ajuste basados en la minimización de algu-
na medida del error, a saber: 
 La integral del error e(t) al cuadrado o ISE 

∫ dt)t(e2   

 La integral del valor absoluto del error o IAE 

∫ dtte )(   

 La integral del valor absoluto del error por el tiempo o 
ITAE 

∫ dttet )(   

 La integral del cuadrado del error por el tiempo o ITSE 

∫ dt)t(et 2   

A continuación se presentan algunas de las reglas de 
entonación para controladores PID del tipo interactivo (Ec. 
2). En la lista sólo se presentan modos de ajuste al controla-
dor para cambios en la carga (perturbación que entra de la 
misma forma que el control). La lista no es en modo alguno, 
agotadora y en Colmenares (1999) se puede encontrar una 
más detallada. 

Antes de presentar las fórmulas de entonación, se defi-
ne la constante de tiempo normalizada (TN) para un sistema 
de primer orden como el que se muestra en la Ec. 13: 

τ
τ d

NT =   

 
Las fórmulas de ajuste para un sistema como el que se 

muestra en la Ec. 13, se muestran en la Tabla 1 (Colmenares , 
1999): 

Tabla1. Ajuste empírico de controladores 

 

4.2. Ajustes basados en margen de fase y ganancia 

Además de los ajustes convencionales que se enuncia-
ron en la sección anterior y que normalmente están asocia-
dos a la respuesta temporal del lazo cerrado, Ho y col. 
(1997) proponen un enfoque menos convencional, a saber, 
basar el ajuste en el margen de fase (φm) y de ganancia (Αm) 
del sistema. 

El enfoque se basa en una aproximación de la función 
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arcotangente cuando el argumento es mayor que 1. A conti-
nuación se presentan las reglas de entonación para un PI, 
basados en este enfoque, siempre suponiendo una función 
de transferencia como en la Ec. 13, (Ho y col, 1997); la ex-
tensión a PIDs se puede encontrar en (Colmenares, 1999): 
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En las Ecs. 14 se suponen conocidos los parámetros del 

sistema de lazo abierto K; τ; τd y los márgenes deseados Am 
, φm. 

4.3. Ajuste basado en modelo interno - IMC PID 

El método de entonación de PIDs basado en modelo 
interno (IMC-PID) se fundamenta en hacer que la respuesta 
del sistema de lazo cerrado sea aproximadamente, una de 
primer orden más retardo (FOPDT) de la forma (con rela-
ción a la Fig. 1): 
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donde T(s) es la función de transferencia del lazo cerrado 
−comúnmente denominada de sensibilidad complementaria 
(ver sección 1). 

Observese que el método supone que el retardo que se 
mide en la salida es exactamente el mismo que el del siste-
ma a controlar, esto es: 
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donde A(s) y B(s) son polinomios en s. Para resolver la ex-
ponencial que queda en el denominador de la función de 
transferencia en el lazo cerrado, el IMC-PID supone 
aproximaciones de primer orden para el retardo, ya sea de 
Pade o de la serie infinita de la exponencial, esto es: 
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Al igualar la función de transferencia del lazo cerrado, 

en la que están las Ecs. 16 y 2, a aquella de la Ec. 15, resul-
tan las reglas de entonación que se muestran en la Tabla 2 
relativas al PID iterativo definido por la Ec. 2 según Sko-
gestad (2003): 

Tabla 2 Ajuste de PIDs basado en IMC 

 
(*)En el caso del retardo puro, se usa como control un inte-
grador puro cuya ganancia es: ))(k/(1K c θ+τ= . 

Otras técnicas de ajuste de controladores PID tales co-
mo la de ubicación de polos con polinomios o las que usan 
parametrización de Youla no han sido incluidas por ser me-
nos susceptibles de generalizar sus resultados en tablas. No 
por ello son estrategias menos poderosas y al lector intere-
sado se le recomienda su revisión, por ejemplo en Goodwin 
(2001). 

5 Comparación de técnicas de entonación 

En esta sección se hace una comparación de la estrate-
gia de entonación presentada en la sección 3.1 de este traba-
jo con otras técnicas ampliamente conocidas y que se 
mostraron en la sección 4. Con ello se pretende, por una 
parte enseñar las bondades del algoritmo propuesto pero 
además resaltar el hecho de que al contar con un buen mo-
delo del sistema, es fácil encontrar herramientas 
sistemáticas de ajuste de controladores que asegurarán un 
buen desempeño del lazo cerrado. 

Se han escogido cuatro casos tomados de (Skogestad). 
Ellos son: uno de orden elevado, otro de fase no mínima, un 
tercero con retardo y el último con un polo en el origen (in-
tegrador). La idea de tomar los mismos ejemplo de (Skoges-
tad) es poder comparar en las mismas condiciones los dis-
tintos enfoques, y en particular comparar la estrategia ILMI-
PID con la IMC-PID ya que se conoce que esta última goza 
de aceptación en el ambiente industrial. 

En el caso de los métodos de IMC y de Ziegler y Ni-
chols, al igual que para la mayoría de los métodos de ajuste 
de PIDs, aunque se da una función de transferencia del sis-
tema para los ejemplos numéricos, la misma es ajustada, sea 
a una de primer orden más retardo o a una de segundo orden 
más retardo. 

En el caso de ajuste con LMIs, la única simplificación 
realizada es la aproximación del retardo a una de Pade de 
primer orden. Ello, porque el método se basa en una repre-
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sentación en variables de estado. Las aproximaciones de los 
modelos que se presentan a continuación a unos de primero 
orden (o segundo orden) más retardo pueden encontrarse en 
(Skogestad, 2003), al igual que los parámetros de ajuste a 
los PID que se han usado en los IMC-PID. 

A continuación se presentan los resultados para cada 
caso. Para fines de comparación sólo se reseñan los resulta-
dos que se presentan en (Skogestad, 2003) y aquellos en los 
que se obtuvo respuesta estable. 

5.1. Orden elevado 

La función de transferencia del sistema es: 

)1008,0)(12,0)(104,0)(1(
1)(1 ++++

=
ssss

sG  (18)

El modelo en variables de estado se generó con Ma-
tlab. El ajuste de los parámetros por los diferentes métodos 
se muestra en la Tabla 3. 

Tabla 3. Parámetros de los PID de orden elevado. (1) PID Paralelo y (2) 
PID Interactivo. 

Método Kp Ki Kd 
LMI1 45,8488 129,4394 4,1817 
IMC2 17,9 17,9 3,938 
Z&N2 18,1 64,6429 1,267 

En la Fig. 2 se muestran los resultados para una pertur-
bación tipo escalón unitario, aplicado a los 20 segundos. 

 
Fig. 2. Respuesta temporal del lazo de orden elevado 

Los márgenes de fase y de ganancia comparados se 
muestran en la Tabla 4. 

Tabla 4. Comparación de indicadores de calidad. Caso orden elevado 

 Método Fase Ganancia 
LMI1 31,1 5,5 
IMC2 51 7,8 
Z&N2 35,1 4,9 

5.2. Fase no mínima 

La función de transferencia del sistema es: 

32
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El modelo en variables de estado se generó con Ma-

tlab. El ajuste de los parámetros por los diferentes métodos 
se muestra en la Tabla 5. 

Tabla 5. Parámetros de los PID de la Fase No Mínima.(1) PID Paralelo y 
(2) PID Interactivo.  

Método Kp Ki Kd 
LMI1 2,092 0,5543 2,0673 
IMC2 1,3 0,65 1,56 
Z&N2 2,56 0,966 1,6896 

En la Fig. 3 se muestran los resultados del sistema para 
una perturbación tipo escalón unitario, aplicado a los 30 se-
gundos. 

 
Fig. 3. Respuesta temporal del lazo de Fase No Mínima 

Los márgenes de fase y de ganancia comparados se 
muestran en la Tabla 6. 
Tabla 6. Comparación de indicadores de calidad. Caso fase no mínima. (1) 

PID paralelo y (2) PID interactivo. 

Método Fase Ganancia 
LMI1 68,84 2,58 
IMC2 57,95 2,89 
Z&N2 31,2 1,87 

5.3. Sistema con retardo 

La función de transferencia del sistema es: 
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El retardo se sustituyó en G3(s) por: 
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y con esta aproximación se genera la representación en va-
riables de estado con Matlab. El ajuste de los parámetros 
por los diferentes métodos se muestra en la Tabla 7. 
Tabla 7. Parámetros de los PID del sistema con retardo. (1) PID paralelo y 

(2) PID interactivo.  

Método Kp Ki Kd 
LMI1 3,6898  0,7192 -2,522 
IMC2 7,41  7,41 - 

En la Fig. 4 se muestran los resultados del sistema para 
una perturbación tipo escalón unitario, aplicado a los 20 se-
gundos. 

 
Fig. 4. Respuesta temporal del Sistema del Sistema con Retardo 

Los márgenes de fase y de ganancia comparados se 
muestran en la Tabla 8. 

Tabla 8. Comparación de Indicadores de Calidad. Caso Retardo 

Método Fase Ganancia 
LMI1 78,47 1,58 

IMC-PI 51,67 3,05 

5.4. Sistema con polo en el origen 

La función de transferencia del sistema es: 
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El ajuste de los parámetros por los diferentes métodos 

se muestra en la Tabla 9. 
Tabla 9. Parámetros de los PID del sistema integrador.(1) PID paralelo y 

(2) PID interactivo.  

Método Kp Ki Kd 
LMI1 38,6876  17,431 17,8783 
IMC2 1,4  0,4895  1,862 

En la Fig. 5 se muestran los resultados del sistema para 
una perturbación tipo escalón unitario, aplicado a los 20 se-
gundos. 

 
Fig. 5. Respuesta temporal del Sistema de con Integrador 

Los márgenes de fase y de ganancia comparados se 
muestran en la Tabla 10. 

Tabla 10. Comparación de indicadores de calidad. Caso integrador. 

Método Fase Ganancia 
LMI1 80,61  Inf 
IMC2 52,35  Inf 

Como se puede verificar, en todos los casos evaluados, 
los resultados obtenidos, tanto en el ámbito temporal como 
en el de la frecuencia, la estrategia propuesta obtiene ajustes 
que se comparan favorablemente con otras estrategias bien 
apreciadas y de uso frecuente en la industria, no se requiere, 
a diferencia de la estrategia IMC-PID, de parámetros que se 
determinan de manera heurística (como el τc). 

Adicionalmente, el algoritmo puede implantarse usan-
do herramientas estándar de diseño asistido por computador, 
como Matlab, y en cualquier caso se puede formular como 
uno de programación convexa convencional. 
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6 Conclusiones 

En este trabajo se ha presentado una estrategia de en-
tonación y ajuste de controladores industriales tipo PID. 
Aunque se ha aplicado el método sólo a sistemas de una en-
trada y una salida, la estrategia puede igualmente aplicarse a 
sistemas multivariables y a sistemas discretos. De la misma 
forma, la estrategia presentada no hace ninguna reducción 
del sistema (a uno de primer o segundo orden). Tampoco 
preestablece ningún indicador del desempeño del lazo, co-
mo es el caso de IMC, del que dependen fuertemente otras 
estrategias de entonación. Más bien, el sistema busca las 
mejores condiciones de desempeño del lazo, medido con la 
velocidad de respuesta, porque lo que se hace es una ubica-
ción de los polos del sistema. El algoritmo, obtiene presta-
ciones del lazo cerrado que se comparan favorablemente 
con aquellas del IMP-PID y las de Ziegler y Nichols. 

Otras condiciones de desempeño tales como H1 y H2 
pueden incluirse como restricciones adicionales al problema 
que ya se ha formulado como uno en LMIs. 
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