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Resumen
En este articulo se muestra un algoritmo basado en cdlculo formal, el cual obtiene la forma explicita del minimo sobre fun-
ciones definidas sobre dominios finitos. Este algoritmo es usado para obtener las expresiones del control optimo (minimo)
cuando se usan los métodos del principio de minimo para procesos sobre dominios finitos y la programacion dindmica
parameétrica.
Palabras Claves: Calculo formal, programacion dinamica, principio de minimo, sistemas a eventos discretos, minimos de
funciones sobre dominios finitos.

Abstract
In this paper we show an algorithm based on formal calculus, which obtains the explicit form of the minimum on functions
defined over finite domain. This algorithm is used to obtain expressions of the optimal control (minimum) when the meth-

ods: the principle of minimum for processes on finite domain and the parametric dynamic programming are used.

Keywords: Formal calculus, dynamic programming, minimum principle, discrete event dynamical systems, minimum of

functions defined over finite domains.

1 Introduccion

El uso de principios en la teoria de optimizacion clasi-
ca, genera condiciones necesarias, suficientes o ambas, de
tal manera que al aplicar algun método, algoritmo, etc. es
posible conseguir que para ciertos valores del dominio, las
condiciones se satisfacen, asi, en principio, se proporciona
la solucion al problema planteado. Estas condiciones de op-
timalidad, en la mayoria de los casos cuando el problema
planteado esta descrito sobre dominios discretos finitos se
traducen en obtener minimos de funciones definidas sobre
dominios discretos. La optimizacion de funciones definidas
sobre un conjunto discreto es generalmente realizada pura-

mente por algoritmos enumerativos numeéricos, con severas
limitaciones en el numero de variables. Como un enfoque
alternativo, aqui proponemos el uso de la computacion sim-
bolica para obtener iterativamente la solucién 6ptima formal
de un problema de minimizacién sobre un conjunto finito de
variables Booleanas.

Una férmula explicita de la optimizacion de una varia-
ble es primero obtenida, usando como la base del dominio
Booleano de una variable al conjunto {-1,1}, en vez del
conjunto {0,1}. Entonces el calculo simbdlico provee for-
mulas explicitas para el caso Booleano multivariable. Los
dominios finitos de variables enteras pueden ser transfor-
mados en un dominio Booleano finito con la ayuda de una
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representacion diadica de enteros.

Adicionalmente, el polinomio de interpolacion de La-
grange provee una representacion general de funciones de-
finida sobre conjuntos discretos. Una combinacion de estas
herramientas genera una representacion candnica de funcio-
nes definidas sobre conjuntos discretos. La aplicacion de
esta representacion canonica de funciones es caracterizada
por una secuencia de matrices A, , las cuales exhiben algu-

nas propiedades que se resaltan en este articulo. El uso de
estas propiedades reduce considerablemente la complejidad
computacional del método. Este método alternativo con lle-
va a un algoritmo el cual hemos denominado SCDO. Debi-
do a la naturaleza simbolica del algoritmo SCDO es posible
incorporar parametros exdgenos a las funciones a minimi-
zar.

Asi, una aplicacion directa del algoritmo SCDO, esta
dada en la obtencién de una formula explicita para el con-
trol optimo cuando:

e ¢l Principio de Minimo para procesos a eventos discretos
sobre dominios finitos es usado.

e la programacion dinamica sobre dominios finitos es usa-
da.

En ambos casos parametros exdgenos pueden apare-
cer tanto en las restricciones como en la funcion de costo.

2 Optimizacién simbélica de funciones booleanas

Aqui, el minimo absoluto de funciones Booleanas sera
expresado por una férmula explicita. El uso de esta formula
es propuesta como una alternativa a los métodos de buisque-
da clasicos. Una particular caracteristica del enfoque pro-
puesto es el uso de valores Booleanos en el conjunto {-1,1}
en vez del conjunto {0,1} como dominio binario unidimen-
sional basico.

Asi, el dominio de la funcién puede escogerse como un
subconjunto de los vértices del hipercubo dado por:

Dc{-1,1I}"", D > %.

Por conveniencia, una funcion definida sobre D puede
ser extendida al conjunto entero del producto {~1,1}*"', de
la siguiente manera. Fijando un x, € D arbitrario, una apro-

k+1

piada extension de fsobre {—1,1}*" es dada por:

£y, ox{-L1} >R,

- f(x) ifx eD, (1)
fxn (X) = . k+1
f(x,)+1 ifxe{-1,1}*"\D.

Es claro que el minimo absoluto y los puntos donde es
alcanzado, son los mismos para la funcién fy fx,, aqui po-
demos suponer, sin perder generalidad, que el dominio de

definicion de la funciéon Booleana es el conjunto producto:
{_1,1}k+l .

2.1. Caso monovariable

Consideremos , f:{—1,1} - R . Entonces el lemma si-
guiente puede ser enunciado:

Lema 2.1:

El valor minimo de la funcién Booleana f es obtenido en
u’ =-Sign[f(1) - f(~1)] = Sign[f(-1) - (1)], 2)
donde la funcion Sign es usada en el sentido siguiente:

1 if >0,

Sign(t) = {_1 120 3)

y , para t=0, Sign(0)= {-1,1} es un conjunto valuado. En el
ultimo caso, la funciéon f obtiene su Optimo (minimo o
maximo) en ambos puntos del dominio.

La prueba de este lema es obtenida de forma inmedia-

ta, considerando los dos posible valores u" =—1 6 u’ =1.
2.2 Caso multivariable

La aplicacion del Lema 2.1 para el caso vectorial toma
la forma de un algoritmo el cual contiene dos partes. La
primera parte es un calculo simbolico hacia atrds, que con-
siste de k+1 pasos como se describe abajo.

En cada paso, el Lema 2.1 es usado para proveer una

expresion simbolica del valor optimo u; (u,,---,u; ). La
segunda parte, comienza con el calculo explicito del valor
optimo de u, . Entonces se procede hacia delante para cal-

cular la secuencia optima de los u, , parai=1, ..., k.

Las dos partes del algoritmo serdn mostradas con deta-
lle a continuacion:

Parte 1
Considere la funcion:
£y (ugseeuyuy ) = (ug,.nu 0, ).
e Paso 1: Se define la funcion parcial:
u, >, (u,,...,u, ) para u,,...,u,_ fijos.

Por el Lema 2.1, el minimo del problema de optimiza-
cion paramétrica es obtenido como:
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u, (U, Uy, oy )= Sign(f (ug, Uy, ooy W -1) -

-f,(ug, vy, s u,1))

Se define la funcién f, : {~1,1}* - R, como:

£y oo Uy ) =T (U e Uy 50, (U e, Uy )
¢ Paso i: Suponga que las funciones:
£, =L > R oy T =L > R,

estan generadas como en el paso 1 y sus 6ptimos simbolicos
son alcanzados en:

U (U, U ) Uy (g, Uy ) -
Entonces, a partir del Lema 2.1, la funcion parcial:
Wiy = F (U u uy ),

alcanza su minimo en:

u;i Wy, Uy, wos Uiy )= Sign(fi (ug, uy, ooy uy g y,-1)

- fi(uoa Ups ey uk-i-lﬂl))a

y la funcién a ser optimizada puede ser reemplazada por la

funcién f,, : {~1,1}*"*" = R, definida por:

i+l
_ +

foyen v ) =g, w0 Uy, U )

e Paso k: La ultima funcion:

f, :{~1,1} > R, alcanza su valor minimo en :
U, =uj = Sign (f, (=) —f (1)),

el cual es un subconjunto {-1,1}. Por el Lema 2.1, nosotros
conocemos que u, pertenece al conjunto {-1,1} solamente

en el caso de que f, sea constante sobre {-1,1}.
Parte 2:

El célculo de los valores optimos, u;, donde f,_(.)

alcanza el minimo, es obtenida por substitucion hacia delan-
te de la siguiente manera:

e Paso 1: La condicion inicial es el paso k de la parte 1.
,u;_, sehan

*

¢ Paso i, para i=1,...k. Suponga que u;, u, ...

calculado. Entonces u; puede ser calculado por la recur-

sion:

s .
u, = (uo,...,uH)

= Sign(fIH (u:;,...,uil,—l)—fkfi (u;,...,u;l,l)).

Dos posibles casos se pueden distinguir:

Caso 1:
. * * * * * *
Sif, . (uo,ul,...,uH,—l) =1 . (uo,ul,...,uifl,l),

entonces u; € {—1,1}

Caso 2:
Si f, (u;,ur,...,uil,—l) =f_, (uz,ur,...,uil,l) ,
entonces, los dos posibles valores, -1 o 1, son admisibles
para u,_.

Este caso genera dos secuencias Optimas las cuales son
exploradas en el siguiente paso.

Asi el nimero de secuencias Optimas se incrementan
en uno cada vez que el caso 2 ocurre.

3 Optimizacion sobre dominios finitos

Consideremos ahora una funcién real general sobre un
dominio discreto finito g(x):D, < ZN — R . El caso mul-

tidimensional (N>1) puede ser transformado en el caso mo-
novariable por enumeracion.

El caso de dominio finito es trasladado en el previa-
mente definido dominio Booleano usando el siguiente lema.
Lema 2.2:

Considere el conjunto:
{0,1,...,]3} >y {_171}k+1

Si k es el entero més pequefio tal que n <2**', enton-
ces la aplicacion:

v {0,1,.,.,1'1} - {_lal}kH 5

es univocamente definida por su inversa:
u :x(uo,...,uk):%(1+u0)+(1+u1)+---+2k'1(l+uk).

La prueba del Lema 2.2 sigue de la unicidad de la re-
presentacion  diddica de algin neN, para

2 ~1<n<2"' 1.

La aplicacion del Lema 2.2 en el caso de n = Car(Dg)
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permite transformar la funcion g(x):D, > R en la funcién
o(ugseoou ) {-LB >R

2“-1<n<2'-1. La funcién ¢(u,,...,u,) es entonces

sobre la condicion

univocamente definida por:
¢P=%°8g-

Usando la extension descrita en la ecuacion (1), puede
suponerse, sin restriccion, que el dominio de @ es

{_1’ 1}k+1 .
3.1. Representacion polinomica candnica

Cualquier funcién definida sobre un dominio finito
puede reemplazarse, equivalentemente, por un polinomio
que toma los mismos valores que la funcion original en ca-
da punto discreto.

En  particular,

(p(uo,...,uk ) como la definida antes puede ser reformulada

cualquier funcion = Booleana

como una funcién polinomica f(u,,...,u, ) sobre un domi-

nioD < {~1,1}*"', como:

f(uo,...,uk)=chug“‘
a

con un numero finito de secuencias o = (ao, ...,ak)

“)

Ok
>

que pertenezcan a un subconjunto finito de N**'.

En el caso de una funcion ¢ definida sobre un domi-
nio Dc {-L1}*"', tenemos adicionalmente la siguiente
propiedad:

u} =1sipespar
)

. . .
u? =u; sip esimpar.

Por lo tanto en todos los monomios implicados en la

g

representacion (4), esto es: u
k+1
rar (oco, ...,ak)e{O,l} .

Tal representacion también es provista por la interpo-
lacion de Lagrange sobre todos los puntos del dominio.

---up*, es suficiente conside-

u,+g, u, +¢g u, +¢
T (TR SR ST (R A e e T B A
ge{-1,1}<! 2g, 2¢g, 2¢,

(6)

f(e)=0(e).

En esta representacién es obvio que todos los mono-

mios en (6) tiene la forma wuy°,uj,---,u}*, don-

de(oco,(xl, ...,ak)e {0,1}*"". Aqui, todas las funciones so-

bre {~1,1}*"' pueden ser representadas como:

(7

f(ug,....u )= z £, U™ u
(ot 50y )5{0,1}1”1

Si hacemos la correspondencia entre los valores de la

k+1

funcion con los vértices del hipercubo {—1,1}*" enun vec-

tor de dimensién 2", denotado por F, , y ordenamos los
vértices del hipercubo en orden lexicografico tenemos:

B o=(f (L= L=1), f (=L, =L 1), £ (1o, 1))

Ahora, ordenamos los coeficientes de la expresion po-
lindmica (7) en un vector de dimensién 2**', en orden anti-
lexicografico , denotado por F, , como:

f f

>4100--02 10111277

F =(f,

T
110" f ) .

>1000---0
Entonces el siguiente lema puede ser enunciado.

Lema 2.3:

E=AF

it

para i=0,...,k con

-1 1 2x2 :
A, = | 1eER , yparai=l,--- k,

{_ A ®)
A =

A. .
1 i+ oit]
! S fRz *2 .

i-1

El Lema 2.3 puede ser probado por inducciéon matema-
tica.

Para i=0, una funciéon de una variable u, € {-1,1}

puede ser escrita:
f(u,)="fu, +1f,, u, e {-L1}.

La relacion entre los coeficientes f,, f; y los valores
f(-1), f(1) es dada por la siguiente ecuacion lineal:

{ff((_ll))} N {_11 ﬂ&j , estoes, F,=AF,.

Ahora, suponemos que para alguna funcion de i+1 va-
riables binarias:

F=AF,

it

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 25 No. 1. 2004



Algoritmo SCDO en el Principio de Minimo y la programacion... 15

entonces, para alguna funcion  f(uy,---,u,u,)
con(uy,-+,u;,u;,, ) € (=112,
f(uo,-‘-, u;,— z o ,C‘Iuo - +z o LOug" uy'
conduce a:
Foo=—AE +AF., ©)
y
f(uo,m,ui,l):zgﬂ, U e +f ey oo UL
conduce a:
E+l 1 A1E+1 1 AiE+l,0 s (10)
donde:
)
i+1,1 i+1,0
Asi:
E. = {_Ai AHF } = AL
Ai Ai F‘i+1,0

con:

-A, A Si2 g0t
A, = eR
A, A

En la practica, los parametros desconocidos son los
componentes del vector F, para i=1,---,k. Una de las
principales ventajas de la representacion canoénica propues-
ta, es la simplicidad para invertir la matriz A,, tal como lo
indica el siguiente lema.

Previo al anuncio del lema daremos la formula de Shur
inversion de  matrices  particionadas.  Sea
una matriz particionada en bloques de la si-

para
FeM

m+nxm-+n

guiente forma:

e 3

con AeM__y DeM, ambas invertibles entonces :

xn

(A-BD'C)’  -A"B(D-CA'B)

F'=

-D'c(A-BD'C)’  (D-CA'B)

Lema 2.4:

La matriz A, es invertible,y A;' = %Ai .

Prueba

El Lema 2.4 también es probado por induccién mate-
matica.

Para i=0, A, es dado por:

A = -1 1
o)
entonces, obviamente:
-1 1 -1
Al = -l :lAO.
2 -1 -1 2

Supongamos ahora que A, satisface lo dicho en el

Lema 2.4. Usando la conocida formula de inversion de Shur
para bloques de matrices particionadas, obtenemos:

1 a1 -
| {—A. A }1 _E[Ai] 1 E[Ai] 1
Ai;l = ' ' =
A A 1 1 -1
i i _ A _ A
AT LAl
Asi la hipotesis inductiva muestra:
_ l _Ai Ai l
Al :2?{ A A}ZTT i 0

Por lo tanto, a partir de los valores del vector F,, el

vector de los coeficientes de la representacion F, , pueden

ser calculados por una simple multiplicacion matriz-vector
como sigue:

1 -

E, :FAka (11

3.2. Optimizacion simbélica

Usando la representacion canonica, una funcioén gene-
ral g(x) definida sobre un dominio discreto finito puede ser
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optimizada por el algoritmo presentado en la seccion 2.2.
El vector de coeficientes de la representacion polino-

mial £, (u,,...,u,_,u)=f(uy,...,u_,u,) puede ser cal-
culado directamente por la formula (11), notando que:

£(L L)

B o=[f(-Lo-L-1), £(=L-,=L1), -
:[g(o)a g(l), el g(2k+1):|T

Entonces, u, puede ser calculado por:

u; (Ug,e., Uy, )= -Sign(f, (ug ..., u,-1) - £, (Ugseen, uy 1))

La parte iterativa simbdlica procede como sigue, para
i=k-1---,0:

e Sustituir u;,, en f,__, (u,,--,u,,, )y obtenemos
f (g, oou;).
o Evaluar f,_, (u,,*,u;) sobre el dominio D, (vector F).

e Generar la matriz A, .

e Resolver el sistema de ecuaciones lineales:

-A, A -
A A Fi+l = Fi-¢-1 .
o Generar la representacion polindmica f,_; (u,, -+, u;) con

coeficientes en el vector F,

e Calcular
ur (uy,..., u; )= -Sign(f,; (u,,..., u.,,1) - £, (wg,..., u ,0)) .

La segunda parte del algoritmo es explicita y procede
hacia adelante para calcular la secuencia Optima

(uy, vy, -+, u, ) como en la parte 2 de la seccion 2.2.

3.3. Mejoras en el algoritmo simbdlico

El algoritmo que acaba de describirse en 3.2 es algo
dificil de poner en ejecucion debido a la necesidad de eva-
luar la funcion f,_; (u,,--,u;) en todos los vértices del hi-

percubo {—1,1}'*'" para obtener su representacion polinomi-

ca canoénica. Una simplificacion importante seria alcanza-
da si es posible calcular directamente el vector del coefi-
ciente, E , para la iteracion i, a partir del vector de coefi-

ciente, F_ , en la iteracion i+l1, sin tener que calcular el

i+l
vector de valores E . Tal mejora se puede alcanzar usando

el lema siguiente.
.., T
Definicion: x e M .

nxm

entonces |x| = Ux|1 |x|2 ~--|X|J

Lema 2.5:

La secuencia de los vectores de coeficientes {E } de
las funciones polindomicas canénicas f, , para i=k-1, ..., 0
satisface la siguiente expresion de recurrencia:

E :_.—lAi|AF |+F

1 21+l iTitl,l i+1,0 *

(12)

Prueba

La i-esima fila de la matriz A, puede ser expresada por
A, .

i

La funciéon f,_; de i+1 variables:

- € ...
fk—i (u0""’ui) = sz-i;g"---,a,uo u,

€

con g =(g,, &) € {0,1}*", fue obtenido de:
f (uoa"':um)
substituyendo en u,,, por

+ — _ Q4 S ,..yb
Uiy (UO""’ui ) = Slgn|:szil;eﬂ---a‘]u0 U :| .
£

Asi, por otra parte:

— & &
fk—i == ka—i—l;sﬂ---s‘luou sl
£
: € &
Slgn|:szi1;sﬂ---e‘1uo” el :|+
€

SO e 8‘
+ ka—i—l;sr,--»s,ou() U;
¢

(13)

El correspondiente vector de valores F, puede ser cal-
culado de (13) por:

fk—i (_1""»_1)

i

fkfi(l,“',l)

Ai,lFi+14,lSign |:Ai,lFi+l,l :| + Ai,lFHl,O
= : = AiFi
A F Sign[A L F o [+AF

i,2it P2 it i 2 Li+10
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|Ai,lFi+1,l

i+1,0

+ AMF

Fi+1,1 + A

i

E

i+1,0

‘A.

i ZHI

que es,
l:ﬂi = |AiFi+l,1| +AE, ,=AFE.

Por lo tanto, usando el Lema 2.4, la recursion del Lema
2.5 es obtenida multiplicando ambos términos de esta igual-
dad por la inversa de A, .

Usando el Lema 2.5, la secuencia de vectores de coefi-
cientes {F, } puede ser calculado desde el vector de coefi-

cientes {F } de las funciones polindmicas canonicas

fy (ugsouynuy ) =1 (ug,..,u 0, ).
Entonces, las expresiones formales (6ptimas) de las va-
riables u; (u,,...,u; , ) pueden ser calculadas ahora como se

describe en la seccion 3.2 con la ecuacion(12). Asi, al algo-
ritmo anteriormente descrito lo denominamos SCDO, por
sus siglas en ingles: Symbolic Computation in Discrete Op-
timization.

La complejidad de la manipulacién simbolica de la
aplicacion polinémica sobre el espacio producto es bajo. La
substitucion en los monomios u,u, ---u, , es de complejidad

O(k). La substitucion en f(u,,...,u,_,,u, ) en la represen-

tacion canonica es un producto escalar del vector de mono-
mios por el vector de coeficientes, el cual significa O(n)
"elementales" operaciones, donde n =2""'. En este contex-
to “elementales” significa, por ejemplo operaciones simbo-
licas con monomios y polinomios de la forma ZCSug ,

donde € es un multi-indice vectororial de 0,1 . Esa comple-

jidad estd también O(n), por lo tanto la complejidad com-
pleta de la manipulacion simbdlica es O(n). La asignacion
del Signo es realizada por un producto matriz-vector entre
escalares que también tienen complejidad O(n). En relacion
con las complejidades mencionadas, el algoritmo para mi-

nimizar la funcion sobre {~1,1}*", tiene complejidad O(n).

4 Principio de minimo sobre dominios finitos

En el caso de sistemas sobre dominios finitos tal como
en el caso de sistemas a eventos discretos el principio de
minimo genera como condicidn necesaria en cada etapa de
la optimizacién, para el caso monocriterio una desigualdad
variacional o un conjunto de desigualdades variacionales
para el caso multicriterio con dos indeterminadas. Tal como
lo muestra el siguiente teorema:

Teorema: Principio de Minimo de Pontryaguin sobre Do-
minios Finitos (PMPDF).

Dado:
x(k+1) =1, (x(k),u(k)), x(0)=x,

con X, cXcZ" U, c U y una funcién de costo multiobje-
tiva, Jl(x,u):d)(x(K)) , con @:X, —2z" definida sobre
el conjunto los procesos discretos, bajo €l supuesto que Z™

esta equipada con una relacion de orden dada por
ViI<Y,-

Suponga que (X* , u*) es un proceso 6ptimo de longitud K.

Si u'(0)=u(0),u"M)=u(l),.., v'(i-D=ui-1, u(i)=v,
uw(i+)=u@+1), ..., u"(K-1)=u(K-1), es el control y
X; , es la trayectoria correspondiente, p, , es la solucion de
la ecuacion adjunta correspondiente al par de procesos,

* *
(x ,u ), (x,u), entonces se cumple que :

H(i,x" (i), u" (i).p,, (i+1)) <H(i,x"(i).v.p,, (i+1)) (14)

Podemos reescribir la ecuacion en diferencia del siste-
ma y la ecuacion adjunta en términos del Hamiltoniano co-
mo :

X (i+1)=R,H(i,x"(i).,u" (i),p;, (i+1)),
p,, (i+1)=R H(i,x"(i),u’(i).p,, (i+1)) .

Asi, el dualismo Hamiltoniano aqui encontrado es
equivalente al del calculo de variaciones.
Podemos reescribir la expresion (14) de dos indetermi-

. *
nadas como, para todo v existe u tal que:

P (i) £ (%7 (i), v) £ (x" ()" (i) |20, (15)

se satisface. El u” obtenido es la solucion al problema de
sintesis planteado. Como es bien sabido, un inico método
para obtener u’ en la desigualdad variacional (15) no exis-

te. Como U’ y v €Z podemos, en principio, transformar
este problema en un problema min-max sobre el dominio {-
1,1}. Las solucion se realiza en dos fases, en la primera fase
un minimo es calculado para v y en la segunda fase un

r 3 * 4
maximo es calculado para u . En ambos calculos el algo-

ritmo SCDO detallado anteriormente es usado. Esta solu-
cion es detallada a continuacion.
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4.1 Algoritmo SCDO en procedimiento min-max

o Transformar la desigualdad sobre el dominio {-1,1}, una
forma posible es usar la representacion diadica siguiente:

v=12((1+ve)+2(1+v )+ ... +25(1+v) v u*=1/2((1+
k) F2(1+ u* )+ ... +25(1+ u*y)).

¢ Aplicar el algoritmo SCDO sobre las variables v. Aqui el
resultado es una funcion con indeterminada u* y parametro
x*,

e A la funcién obtenida en 2 se le debe calcular el maximo.
Para ello se cambia el signo a la funciéon y podemos aplicar
el algoritmo SCDO de nuevo.

e Aplicar el algoritmo SCDO sobre las variables u*, y se
obtiene una expresion paramétrica en x*.

o Invertir la transformacion diddica, para obtener el resulta-
do en coordenadas originales parametrizada x*, como

u'(Oe¥(.x"().

Observaciones:

¢ Independientemente de la cardinalidad de u* y de v, solo
el dominio original debe ser transformado en el dominio {-
1,1} de tal manera que los resultados son expresados en una
secuencia de 1 y —1, parametrizadas por x*.

¢ En principio k+1 valores minimos tiene que ser obtenidos
y que representan una expresion o valor en coordenadas
originales de la solucion de la desigualdad variacional.

e Mas de un valor 6ptimo se obtiene, si el caso 2 ocurre
como se describe en 2.2..

5 Programaciéon dindmica parametrica sobre dominios
finitos

Como el método de Programacioén Dindmica es un mé-
todo de descomposicion directa en donde se reemplaza la
optimizacién de una funciéon de varias variables por la
resolucion recursiva del problema de optimizacion de una
sola variable entonces, la programacion dinamica provee un
método de optimizacion multietapa a través de la resolucion
de la ecuacion funcional:

J (X,p)= H&in{ck (Xy,uy,p) + Jk+1(Xk+1'p)} =

. (16)
n}‘m {Ck (X, p) + i, (F (x 0y, p), p)} >
para k=K hasta 0, con la condicion terminal:
Jk (Xg,p) = cx (X, P) - (17)

Clasicamente, el control 6ptimo de la ultima etapa y la
funcién de costo dada por (17) son evaluados primero y el
algoritmo de programacion dinamica es aplicado hacia
atras, usando la ecuacion de optimalidad (16). Por construc-

cion Ty (X415P) , es el costo optimo “para-ir-a” desde el
estado X, en periodo k+1.

En el enfoque paramétrico propuesto, la evaluacion se
realiza en cada etapa ya el método proporciona las expre-
siones formales del control 6ptimo actual, u; , y por ende

la del costo 6ptimo actual, Jy (Xi,P), que dependen del es-
tado actual y de los pardmetros exogenos., Asi, el método
produce un control realimentado dptimo: Uk (Xy,p) y el
valor de la funcién objetivo Jo(X05D)

Debido a la caracteristica discreta del conjunto de los
estados y de las decisiones, la resolucion de la ecuacion
funcional (16) contiene una enumeracion y una evaluacion
implicitas de todos los caminos asociados a posibles trayec-
torias. Sin embargo, no hay necesidad de enumerar todos
los valores posibles de los parametros. Esta es la principal
ventaja de usar expresiones simbodlicas en forma cerrada
del control 6ptimo y el valor 6ptimo de la funcioén en cada
etapa.

5.1 Algoritmo para la programacion dinamica paramétrica
(PDPA)

El algoritmo para el método de programacion dinamica

paramétrica (PDPA), basado en optimizacion simbdlica, es
como sigue:

Considere:
JE(XK,p) =cg (Xg,p) )
Para k=K-1 to 0, calcular:

3, (i) = Minfo, (x,,p) + L (B (xpouop)p)] - (19)
Como:

8k (Xkauk’p) =Cy (Xk’uksp)"'JLl (fk (Xk’uk’p)’p)

se aplica la transformacion diadica (TD), lema 2.1, esto
nos da:

g (Xk’ukl’”"ukq’p) =Cy (Xk:ukl""’ukq’p)+
. .
S (fk (Xk’ukla'“aukqap)ap)

Se aplica el algoritmo SCDO en el paso k, y se obtie-
ne:

(uL (Xk’p)a"'au;q (Xk,p))ﬂ—)u; (Xk’p)a

donde:

Ui (X4,p) = Uy (XU gy, Uy, P) -
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Asi, obtenemos:

T iU, P) =6 (%4, P) g (6 (X, 0 )P =6 (i, D)+ (X D)

Si X:; es conocido entonces, podemos calcular k=0
hasta K-1:

uk (Xk zp) = qur (Xk’p)s
* * * * *
Je(Xou,p) =T (X, u,p),
* * *
X1 = H (XU, p),
y finalmente obtenemos:

*

JK (X:(’p) =Cx (X;,p)
T (Xisp) = ¢ (Xic»p)
6 Ejemplo

El ejemplo que a continuaciéon se muestra fue tratado
por el PMPDF y por PDPA

Considere el siguiente sistema dindmico discreto pa-
rametrico:

x(k+1) =f, (x(k),u(k),p), x(0)=¢,
conpe R,y

X, =L X, = LI X, = L - LI, U ={1,1}
£, (x,u,p) = Sign((p + 1)xu + px +3u+p? — 1),

Sign((O.Sp2 +p—-0.5)xu+(p> +2p-Dx +
+(p* +2p+2)u+2p+4p+4
Sign((0.5p%)xu + (0.25p%)x +
+(p* +p+2)u+0.5p” +0.5p + 1)

f1 (X,U,p) =

La funcion de costo es:

T=G(x,(2),x,(2),p)+ & (x(). u(1),p) + g, (x(0). u(0).p)
El problema de control 6ptimo es definido por:

JF = u(rél),iur(ll){go (X(O), u(0), p) +g (x(1), u(l), p) +

+G(x,(2),x,(2),p)}

donde:

go(x,u,p)=(1+p)xu+0.5x+(p+ O.sz)u +p,

g,(x,u,p) = (p2 —0.5)xu+(p2 +p)x+(p2 +p+05u+l1,
G(x;,%5,p) = (1+p+2p )X, +(p” + Dx, +p°.

Se puede verifier que parap € R :

Sign|(0.5p + p— 0.5)x(Du(1) + (p2 +2p — Hx(1) +
+(p? +2p+2)u(l)+2p> +4p+4]=1

Sign|(0.5p%)x(Du(1) + (0.25p%)x(1) +
+(p* +p+2)u(l)+.05p> +0.5p+1]=u(l)
Si aplicamos PMPDF tenemos:

Las desigualdades variacionales nos quedan

Para i=1:

0<[p>—0.5x M+ @2p? +p+1.5v)—u' 1)

La aplicaciéon del algoritmo SCDO a la desigualdad
nos da:

pol(v(1), u’ ()= |(p> = 0.5)x{ (1) + (2p> + p+1.5)[*...
(vo-u)

v (1) =—Sign[(p? — 0.5)x] (1) + (2p + p +1.5)]
Substituyendo la desigualdad nos queda:

—pol(v*(1),u’ (1)) =—pol(u’(1)) =
=[(@ -05)x](1)+(2p* +p+1.5) |
(Sign[(p2 ~0.5)x;(1)+(2p” +p+1.5)] +u*(1))

u' (1) =—Sign[(p? - 0.5)x] (1) + 2p” + p +1.5)]
Para i=0:
0<[(p* 05" () +(p* - )]
(Sign((p +1)x; (0)v(0) + px; (0) +3v(0) +p’ ~ 1)~
Sign ((p+1)x; (0)u"(0)+ px; (0) +3u’(0) +p’ —1)) +

[A+p)x](0)+(p+0.5p") |(v(0)—u’(0))

La aplicacion del algoritmo SCDO a la desigualdad

nos da:
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pol(V(0),u"(0)) =[ @ ~0.5)u" () +(p” —p) |
(Sign((p-+1; (OV(0)+px] (0)+3v(0) +p* ~1) -

-Sign((p+1), (0w’ (0)+px; (0)+3u' (0)+p ~1))+

[(+p)x; () +(p+0.5p") |(v(0)—u'(0))
v (0)=Sign| [ (0 ~0.5)u" )+’ ~p)

(Sign(—x;‘(0)+p2 —4)-Sign((2p+D)x; (0)+p’ +2) -

2 1+p)x; ) +(p+0.5p") ||
' (0)=—Sign[ [ (0" ~0.5)u'()+(* ~p)

(Sign(@p+1)x; (0 +p* +2) ~Sign(~x; ) +p* ~4) +

+2[ (+p)x; (0)+

Si aplicamos PDPA tenemos:

11(x(), p) = min{g, (x(1), u(D), p)+ G(x(2), p)}
19(x(0),p) = minig, (x(0),u(0),p) +J, (x(1),p)}

Por substitucion:

J,(x(1).p) = min {(p* ~0.5)x(Du() + (p* +p)x(1) +

+(2p” +p+1.5)u(l) +(2+p+3p”)}.
Asi, el control 6ptimo paramétrico es:
u} (x(1),p) = —Sign|(p> —0.5)x(1) + (2p* +p+1.5)]
El valor optimo de J, es:

) =

Por substitucion, el valor optimo de J,, es:

J5 (x(0),p) = min{(1+p)x(0)u+0.5x(0) + (p+0.5p” Ju+p+

{|* ~0.5)ign((p+Dx(O)u+

px(0)+3u+p’ —1)+2p2 +p+1.5|}+(p2 +p)

Sign[(p-+Dx(0)u +px(0)+3u-+p* ~1]
+3p° +p+ 2} ,

Asi, el control 6ptimo paramétrico es:

(p* - 0.5)x(1)+(2p* +p +1.5)\ +(P”+p)x(D+(2+p +3p2)}.

u; (x(0), p) =Sign[ 2((1+p)x(0)) ~2(p+0.5p") +(p’ +P)
{Sign |:—X(0) +p’ - 4} —Sign[(2p+1)x+p’ + 2]} +
+ |(p2 - 0-5)Sign[(2p +D)x(0)+p” + 2] 2p° +p+1 .5| -

~|(p* ~0.5)Sign[ —x(0)+ p* =4 J+2p” +p+1.5[ |

Entonces, para X (0) dado:

u”(0) =ug (x"(0),p),
x ()= Sign[(p +1)x(0)u” (0) + px(0)+3u” (0) + p* —1]

& M,p) = (x"M),p),
u} (x"(1).p) = —Sign|(p? —0.5)x" (1) + (2p” +p+1.5)]

Sign((0.5p2 +p—0.5)x" (Hu" (1) +
+(p® +2p-Dx (1)
x'(2)= +(p2+2p+2)u*(1)+2p2+4p+4)
Sign((0.5p2)x " (" (1) +(0.25p%)x " (1) +
+(p2+p+2u”(1)+0.5p> +0.5p+1)

1 (x(2),p) =G(x" (1,x"(2),p) -

Para ambos procedimientos el control 6ptimo y la tra-
yectoria 6ptima para p=0y p=5 es como sigue:
p=0:
e Si x (1) = %1, entonces u*(l)0 =-1.
e Si XT(O) =—1, entonces u*(O)O =1
o si xT(O) =1, entonces u*(O)O =-1.
p=5:
e Si x"(1) = %1, entonces u*(l)5 =-1.

e Si x (1) = +1, entonces.

7 Conclusiones

o El algoritmo de optimizacion simbdlico propuesto es apli-
cable para funciones generales definidas sobre un dominio
discreto finito.

e Aqui, el minimo absoluto de funciones Booleanas es dado
por una formula explicita. El uso de esta féormula es pro-
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puesta como una alternativa a los métodos de busqueda cla-
sica.

¢ El método esta compuesto por dos partes. La primera es
un calculo recursivo hacia atras , en donde se obtienen las
expresiones implicitas de las variables Booleanas.. La se-
gunda parte, instancia progresivamente las expresiones ex-
plicitas de los valores optimales de las variables

e La complejidad del algoritmo es comparable con los mé-
todos numéricos de tipo enumerativo. Pero el algoritmo
propuesto tiene la ventaja de poderse aplicar directamente a
los problemas en los cuales tanto las decisiones como la
funcion de costo asociadas dependen de parametros exoge-
nos.

e La complejidad de la manipulacion simbolica de la aplica-
cion polindmica sobre el espacio producto es bajo. La subs-

titucion en los monomios Uyu, -+ U, , es de complejidad

O(k). La substitucion en (uo,. N | PR O ) en la repre-

sentacion candnica es un producto escalar del vector de mo-
nomios por el vector de coeficientes, el cual significa O(n)

. k+1
"elementales" operaciones, donde n = 2" . En este con-
texto “elementales” significa, por ejemplo operaciones sim-
bolicas con monomios y polinomios de la forma Zceug s

donde € es un multi-indice vectororial de 0,1 . Esa comple-

jidad es también O(n), por lo tanto la complejidad completa
de la manipulacion simboélica es O(n). La asignacion del
Signo es realizada por un producto matriz-vector entre esca-
lares que también tienen complejidad O(n). En relacion con
las complejidades mencionadas, el algoritmo para minimi-

zar la funcién sobre {—1,1}*"" tiene complejidad O(n).

¢ Para obtener la solucion del conjunto de desigualdades
variacionales, para el PMPDF, es necesario aplicar un algo-
ritmo basado en el calculo simbdlico. Este puede ser con-
siderado como una generalizacion de la ecuacion de Ricatti.
¢ Como nuestro método es una extension de las técnicas
analiticas aplicadas a sistemas continuos, ella puede ser
aplicada a los sistemas continuos ¢ hibridos sin ninguna
hipétesis adicional de convexidad sobre la parte discreta del
modelo.

e La combinacién de la programacion dinamica con calculo
formal es un enfoque prometedor en la caso de sistemas di-
namicos conducidos por parametros exégenos de evolucion.
El hecho de que pocos autores han explorado este enfoque
es probablemente debido a la complejidad combinatoria de
la programacion dindmica, junto con la dificultad para pro-
porcionar las expresiones explicitas para el control 6ptimo y
para la funcion valuada. Sin embargo, estas limitaciones se
pueden superar para algunas clases de los sistemas a discre-
tos y sistema a eventos discretos. Adicionalmente presenta
una sustancial ventaja sobre el procedimiento clasico.
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