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Resumen

El movimiento de masas en taludes naturales y excavados, es debido en gran parte a la accion de la gravedad, al efecto de
la meteorizacion y a la accion de otros fendmenos naturales y ambientales, los cuales constituyen factores condicionantes y
desencadenantes muy habituales en los materiales que conforman el talud, produciendo la aparicidn de inestabilidades al
generarse una disminucion progresiva de la resistencia al corte del suelo 0 macizo rocoso. El método analitico propuesto
en el siguiente trabajo permite determinar en forma aproximada la distribucion de los esfuerzos normales y tangenciales
actuando sobre una superficie potencial de rotura plana, y por ende el factor de seguridad en taludes teniendo en cuenta
las ecuaciones de equilibrio y mediante rotaciones de ejes para el caso bidimensional. Adicionalmente, el procedimiento
desarrollado facilita una mejor interpretacion de los resultados al expresar la distribucién de tensiones en forma adimen-
sional en taludes de cualquier inclinacién. Asimismo, se determina el esfuerzo promedio empleando como base el teorema
de la integral del valor medio y se realizan comparaciones con otros procedimientos desarrollados por otros investigadores
con la finalidad de corroborar los resultados obtenidos a través de esta investigacion. También la metodologia desarrolla-
da permite calcular los parametros de corte instantaneos y compararlos con el programa de Roclab.
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Abstract

The mass movement in natural and excavated slopes, is due in large part to the action of gravity, the effect of weathering
and the action of other natural and environmental factors, which compose very common conditional and triggering factors
in the materials that make the slope, producing the appearance of instabilities by generating a progressive decrease of the
endurance in the soil cut or the rock mass. The analytical method proposed in the following work allows determining, in an
approximated way, the distribution of the regular and tangential stresses that are acting on a potential plane fault surface,
and therefore the security factor in slopes taking in count the equations of balance and by using rotations of edges for the
bi-dimensional case. Additionally, the developed procedure facilitates a better interpretation of the results when expressing
the distribution of tensions in a dimensionless way in slopes of any inclination. Therefore, the average stress is determined
by using as basis the integral theorem of the middle value and comparisons are made with different procedures developed
by other investigators with the goal of corroborating the results obtained through this investigation. Also, the developed
methodology allows calculating the instantaneous cut-off parameters and comparing them with the Roclab program.

Key words: Slope, fault surface, plane fault, safety factor, Roclab program.

tenciales de falla en taludes, ha sido ampliamente investi-

1 Introduccién gado en el campo de la ingenieria geotécnica en funcién del
estado de tensiones actuando sobre una predeterminada su-

Como es bien conocido, el estudio de superficies po-  perficie de rotura. Chen, W. (1975) aplica el calculo de va-
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riaciones comparando roturas planas, parabolicas y espiral
logaritmica. EI método analitico propuesto en el siguiente
trabajo permite determinar en forma aproximada la distri-
bucion de los esfuerzos normales y cortantes sobre una su-
perficie potencial de rotura plana, teniendo en cuenta las
ecuaciones de equilibrio para un talud donde se conoce la
geometria en el cual se aplica el método de rotacion de ejes,
condiciones de bordes, para el caso bidimensional.

Ademads, el procedimiento desarrollado determina la
distribucion de tensiones para taludes de cualquier inclina-
cién, expresado en forma adimensional, facilitando a la vez
una mejor interpretacion de los resultados. Luego, apoyan-
dose en el criterio de rotura de Hoek y Brown se determi-
nan valores de cohesién (C) y angulo de friccion interna
(¢). Asimismo, se tomaron expresiones expuesta en el libro
de manual de anclajes, Ucar (2004) para el célculo de pa-
rametros importantes, que nos permiten comparar los resul-
tados obtenidos con el método analitico y con otros méto-
dos desarrollados por dicho autor con la finalidad de
evaluar los resultados y validar el método propuesto.

2 Procedimiento metodoldgico
2.1 Definicion de la matriz de rotacion

Para la determinacion de la ecuacion de la distribu-
cion de los esfuerzos normales y cortantes (Eisenberg M,
1980) a lo largo de toda la superficie de rotura, para ello, a
partir de un plano de coordenadas xy, se puede relacionar
con otro plano x’y’ , se debe definir la matriz de rota-
cion(Apostol, 1965), y de esta manera obtener la tension
normal y cortante actuando sobre un plano de inclinacién o
con respecto a la horizontal (fig 1), ndtese que matriz de

rotacion R, incluye los cosenos directores que nos relacio-

nan ambos planos donde: la matriz de esfuerzos 9xy es re-

ferida al plano xy, y la matriz de esfuerzos 9x'y' es referi-
da al nuevo sistema de coordenadas x’y’. En estas
condiciones se tiene que:

= =T

oyxy =Roy R D

Expandiendo la expresion anterior:

Ox'x' Txy' _ cos(xr) sen(«x) Oxx  Txy
Ty Oy | | —sen(a) cos(a) ' Ty Oy
. {cos(a) —sen (a):|

sen(ax) cos(«)

()

Resolviendo el sistema matricial se obtienen los es-
fuerzos normales y cortantes en el plano x’y’:

Gy = %(o—xx +oy )+ %(O‘XX — 0y )€0s(2a) + 2sen(a) cos(a)r,

1 1
Opy = E(UXX +O'yy)+f(cryy —O'XX)COS(Za)—ZSen(a)COS(a)rxy

2
Tyy = %(GW — 0y ) $en(2a) + 7,,, C0S(20x) -
X
o
0 Y {7
X'X' a
\
P Ty
y'x
r
n X

Y y

Fig. 1. Representacion de la rotacion de ejes
con respecto al plano xy.

2.2 Determinacion de la distribucion de los esfuerzos para
la superficie de rotura plana

Para determinar la distribucién de los esfuerzos (Gon-
calves R, 1999) sobre la superficie de rotura plana, se anali-
za en primer lugar un talud con una inclinacién (B) con res-
pecto a la horizontal, en el cual se quiere obtener el estado
tensional referido al nuevo sistema de ejes rotados x’y’,
coincidiendo éste con la cara libre del talud, tal como se in-
dica en la figura (2). Por otra parte, con la ayuda de las
ecuaciones de equilibrio se obtienen los valores de las ten-
siones normales y cortantes. Previamente se consideran pa-
ra efectos de simplificar el problema que el esfuerzo cortan-
te es una funcion lineal de x” por considerarse rotura plana,
asi:

Ty = ax’ (4)

De acuerdo a la figura (2), la ecuacion de equilibrio puede
expresarse como sigue:

00y aTY'X'

ZFX-=O o +7:}/C05ﬁ
00y OTyy (5)
2 F.=0 X~ _ysenp
ayf 8Xf
2 M, =0 Fyx =y

Sustituyendo la expresion (4) en las ecuaciones de
equilibrio, derivando y simplificando se obtiene:

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 32, No. 3, agosto-noviembre, 2011



Determinacion de expresiones matematicas para el calculo de los esfuerzos... 117

Oyy = 7 COS BX'
oy =(-ysenf-a)y' +b
Ty =ax’

(6)

Donde vy representa el peso por unidad de volumen del
material rocoso.

Y, q
N\ L 9% dy’ sy
Ea
Oyt
Ty 0Ty
Y T
oy
H Oup + aa‘;" dx’
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p
0 X
v senf
Y
<
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Fig. 2. Representacion de la distribucion de los esfuerzos para un talud
inclinado, donde: H = altura del talud, g= sobrecarga, 3 =angulo que forma
la cara libre del talud con respecto a la horizontal

Para la transformacién de las componentes de las
tensiones en un talud inclinado, se rotan los ejes sobre el
plano de falla, cuyo angulo de inclinacion se representa por
medio de o.. Cabe destacar, que las condiciones geométricas
para que ocurra la rotura plana, es que el angulo de
inclinacion del talud (B) debe ser mayor al éngulo de rotura
(o) y a su vez este debe ser mayor que el angulo de friccion
interna (¢), tal como lo indica Hoek y Bray (1981). A
continuacion, se presenta en la figura (3) las dos rotaciones
de ejes que deben realizarse para poder obtener los
esfuerzos.

El primer plano pertenece al sistema de coordenadas
Xy’ que se ajusta a la inclinacion que presenta la cara libre
del talud a estudiar y el segundo plano x’’y’’ a la superficie
potencial de rotura, que para el caso estudiado es plana.
Calculando la matriz de rotacion:

Sen(ﬂ—a)} o

= | cos(f-a)
R {—sen(ﬂ—a) cos(B—a)

Ox"y" :E';x'y' E (8)

l:o-x"x" Z-><"y":|
TV"X" O-Y"Y"

(B-a) -sen(B-a)
sen(f—-a) cos(f-a)
9)
YA %, ’ y q v
<> \ 2 /
8 =

.

"=cos(f-a 'i'+005[90 +(p-alli
= cos90— (1 a)f +cos(p-a)]

i
i

v

Fig. 3. Representacion gréafica de la rotacion de ejes, donde o= angulo que
forma la superficie de rotura con respecto a la horizontal

De resolver el sistema matricial anterior se obtiene:

a)+o-y,y,sen2 (B-a)
+2z,,5en(f—a)cos(f-a)

sen[2(B-a)]

Oyx"x" = Oxy' COSZ (ﬂ - (10)

Doy = [Uy'y' _O-x'x':| 5 + 7y 008[ 2(f-at)] (1)
Oy = Oyysen” (f—a)+ oy cos’ (f-a)
— 2ty cOS(f-a)sen(B-a) (12)

Adicionalmente, utilizando la ecuacién (10) junto con
las ecuaciones de equilibrio (6) se obtiene la expresion del
esfuerzo normal adimensional resultando:
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m X . _ (@-¢&)2cos p—msenp - _d-&-ay
SH O H (senf3—tana cos j) 4= (w12c0s B+6senp) b= sen’p @)
-[COSﬂCOSZ (,B—a)+§sen[2(,8—a)ﬂ (13) donde:

+[5—%(senﬂ+a‘)(cosﬁ+ tan asenﬂ)} sen’(f-a)

Asimismo, calculando la expresion del esfuerzo cor-
tante a través de la ecuacion (13), utilizando las ecuaciones
de equilibrio (6) resulta:

Tnt 1 x
PR S ﬁ(sen/ﬁra) cos B + tan asen )

1-1
+—-b——~—COS senf —tan o cos
> > B(senp acos j3)

sen[2(B-a)] +%5(senﬂ— tan o cos 2)cos| 2(f-a) |

(14)

2.3 Calculo de la constante de integraciénay b

Las constantes a y b se calculan teniendo en cuenta las
siguientes ecuaciones:

= =T =

ox =R 'O'x'y"ﬁ (15)
Oy = OyySeN’ 40y COS° B— 27,503 C0S f3 (16)
Ty :l(a i —o—xyxr)senZﬂ—rX, 1 COS2[8

y 2 yy y (17)

Por otra parte, las condiciones de borde en la cresta del
talud son:

aw\y:H =q (18)

Es decir,

XB
I ondx = qH (cot B —cot )
XA

Xg
J‘ T,dx=0 y=H
Xa (20)

Donde g es una carga externa uniformemente distri-
buida sobre la cresta del talud o sobrecarga.

(19)

Al reemplazar o, (ecuacion 16) y z,, (ecuacion 17)

en las ecuaciones anteriores se obtienen las siguientes ex-
presiones:

6, = (3cos2 ﬁ—l)[(cota +cot 3)sen3 —2cos B |+ 2H cos 3

14 = C0s Bsen2 B[ (cota + cot B) senB —2cos B | +sen23

W, = EsenZﬂcosﬁ —-seng —%(cot a +cot f)sen23senf

& = E(cota +cot 3)sen23cos 23— cos® fcos 23 —sen’

2.4 Estimacién del valor medio de los esfuerzos normal y
cortante para un talud inclinado

Con el proposito de comprobar los resultados al utili-
zar las férmulas halladas para un talud inclinado con super-
ficie potencial de rotura plana, Ucar (2004) mediante un
ejemplo practico determina la bien conocida altura critica
de un talud vertical, cuyo minimo factor de seguridad es
igual a uno.

Adicionalmente se observa que la expresion obtenida
del esfuerzo varia en cada punto de “x” se procede a reali-
zar la integral del valor medio para Ia ecuacion (13) perte-
neciente al esfuerzo normal adimensional. La expresion a
utilizar para la integracion es la siguiente (Tejerizo M.,
1965):

O-nn( prom)

1 Xo
yH  Xg—X,4 IxA I (X)X

Integrando dicha expresion se obtiene el esfuerzo
normal promedio, como sigue:

(22)

Gnn(prom)

T %(cotﬁ+ cota)(sens —tana cos 3)
Y

a)+§sen[2(ﬁ—a)ﬂ
—%(cotﬂ —cota)(senf +a)(cos B +tanasenp)
-sen? (B —a)+bsen? (B -a) 23)
Siguiendo el mismo procedimiento se determina el es-

fuerzo de cortante promedio utilizando la ecuacion (14) ob-
teniéndose:

[cosﬂcosz (8-
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Tnt(prom 1 5
t}(/l;-l ):_Z(cotﬂ+cota)(sen,6’+a)(cosﬂ+tanasenﬂ)
.sen[Z(ﬂ—a)]—#(COtﬂ+C0ta)

(senf —tan acosﬂ)sen[z(ﬂ—a)}+%(cotﬂ+cota)

(senp —tan acosﬂ)cos[z(ﬂ—a)]+gsen[2(ﬂ—“)] (24)

Considerando los esfuerzos promedios determinados
en las ecuaciones (23) y (24) y teniendo en cuenta ademas
que el valor de la cohesion (C=40,00 kN/m?, peso especifi-
co (y=20,00 kN/m®) y el angulo de falla (0=60°), la altura
critica obtenidaesde H.=13,85 m.

Cabe destacar que el valor del angulo del talud (B) pa-
ra este caso investigado es de 90°. Con estos valores se pro-
cede a determinar el factor de seguridad por medio de la
expresion:

Cl(yH)+opn/(yH)-tan(g)
Tl (7H)

FS = (25)

El valor calculado para el esfuerzo normal con los valores
o,/ yH =0,125

cizallaes “nt IyH = 0'217, introduciendo todos los valores
en la ecuacion de factor de seguridad se obtiene que FS = 1.
Esto indica que la expresién hallada en este trabajo de los
esfuerzos normal y tangencial donde se obtiene valores en
cada punto de la superficie de falla cumple con las condi-
ciones, validando las expresiones obtenidas.

dados es , 'y el valor para el esfuerzo de

3 Discusién y resultados

Para el mejor manejo de las ecuaciones plasmadas en
la investigacion, se realizan dos ejemplos de aplicacion las
cuales reflejan la aplicacion de las expresiones determina-
das en la investigacion.

3.1 Ejemplo de aplicacion 1

A continuacién se comparan los resultados con el pro-
blema descrito en el Manual de Anclajes en Ingenieria Ci-
vil, Ucar (2004), mediante el método de calculo de varia-
ciones, en el cual se quiere equiparar con el método
analitico determinado en la investigacion. Los datos a utili-
zar son los siguientes: altura del talud (H) = 6,00 m, cohe-
sién (C) = 20,00 kN/m?, &ngulo de friccion interna (¢) =
22,60, peso especifico Del material () =20,00 kN/m®, fac-
tor de seguridad (FS) =1, angulo de rotura
a=(45+¢/2)=56,3".

Ucar, (2004) analizé la estabilidad del talud aplicando la

técnica del calculo de variaciones, dividiéndolo en cuatro
rebanadas (fig. 4), determinando los esfuerzos normales en
el punto medio de cada tajada. Los resultados se observan
en tabla (1), como sigue:

4m

N < e’

\I H=6,00

n =4 rebanadas

ol

Go
Fig. 4. Muestra un talud aplicando el método de estabilidad
de taludes por medio del célculo de variaciones

Tabla 1. Valores de los esfuerzos normales expresados en forma adimen-
sional usando célculo de variaciones

Punto X (m) y (m) oi (KN/m2) onn/yH
0 (pie) 0,00 0,00 50 = 38,00 0,32
1 0,50 0,75 cl=32,41 0,27
2 1,50 2,25 62 =21,90 0,18
3 2,50 3,75 63=12,72 0,11
4 3,50 5,25 c4=4,72 0,04
5 (cresta) 4,00 6,00 65 =1,59 0,01

Luego considerando los mismos datos, se aplican las
ecuaciones del método analitico investigado para el caso de
la superficie de rotura plana, empleando los mismos valores
de x e y. Los valores obtenidos para los esfuerzos normales
y cortantes, expresados en forma adimensional en términos
de yH, estan expuesto en la tabla (2).

Tabla 2. Valores obtenidos por el método analitico de los esfuerzos nor-
males y cortantes expresados se forma adimensional

x/H nt/yH onn/yH
0,00 0,46 0,31
0,08 0,40 0,27
0,25 0,29 0,19
0,42 0,17 0,12
0,58 0,06 0,04
0,67 0,00 0,00
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Adicionalmente, también se determind el factor de se-
guridad FS = 0,999 y el valor promedio del esfuerzo nor-
mal y cortante, utilizando las ecuaciones (23) y (24) es:

O, T
[ ““] =0,1539 vy [ ”t] =0,2308
7/H promedio }/H promedio

Ahora se procede a comparar los dos métodos mediante la
tabla siguiente:

Tabla 3. Comparacion de los valores obtenidos de la distribucion
de los esfuerzos normales por el método de calculo
de variaciones y el método analitico

Calculo de variaciones Método Analitico

X(m) on/YH on/YH
0,00 0,32 0,31
0,50 0,27 0,27
1,50 0,18 0,19
2,50 0,11 0,12
3,50 0,04 0,04
4,00 0,01 0,00

Los valores obtenidos son muy parecidos al comparar
ambos métodos, y por tanto es recomendable la aplicacién
de dichos procedimientos.

3.2 Ejemplo de aplicacién 2

Considérese un talud con las siguientes caracteristicas:
indice de resistencia de la roca (GSI ) = 38 constante del
material para una roca intacta del criterio de Hoek y Brown
m; = 12,00, resistencia a la compresion simple de la roca
(oc) = 15, 00 MPa., peso especifico del material (y )= 0,024
MPa., altura del talud (H) = 40,00 m., &ngulo de buzamien-
to de la cara libre del talud con respecto a la horizontal ()
= 90°, angulo del plano de rotura con respecto a la horizon-
tal (o) = 75°, factor de perturbacion de la roca (D) = 0.

Donde se determinan m, y s que son constantes de los
macizos rocosos hallados por el programa de RocLab tal
como se observa en la figura (5).

m, = m; exp w :12.6’2'214 =131
b i 28

5= exp[%} =e%89-0,001018

2
ﬁzl m L_l -3
o, m|4{seng

Analysis of Rock Strength using RocLab

Hoek-Brown Classification

irtact uniaxial compressive strength =15 MPa

351=33 mi=12 Disturbance factor =0
Hoek-Brown Criterion

mh=1311 s=00010 a=0513
Mohr-Coulomb Fit

cohesion = 0.224 MPa  friction angle = 41.74 deg
Rock Mass Parameters

tensile strength = -0.012 MPa

uniaxial compressive strength = 0,435 MPa

global strength = 2193 MPa

modulus of deformation = 1941 .08 MPa

DO R EEEREREE R .

454 .......... .........

Y A LT L Lo :

Shear stress (MPa)

05t -’ .......... .......... ..........

oo 05 1.0 15 20
Mormal stress (MPa)

Fig. 5. Criterio de rotura de Hoek — Brown utilizando el programa de Ro-
cLab, los cuales requiere de datos de entrada: el Indice de resistencia de la
roca, la resistencia a la compresion simple de la roca, la constante del ma-
terial para una roca intacta del criterio de Hoek y Brown cuyo dato esta
tabulado, y el factor de perturbacion de la roca

Utilizando las ecuaciones del valor promedio (23) y
(24), se obtiene:

(o) T,
[ ””j =0,034 vy ( ”tj =0,125
7/H promedio 7/H promedio

Las ecuaciones que permiten determinar el angulo de
friccién interna y la cohesidn, (Ucar, 2004):

lz% m(a”“}rs +§
m O, 2

seng, _4 2¢0S Earccos(l—ﬂj+240" +1
3 3 43

Tyt =C+o0op, tang

Y la altura del talud se determina para ambos métodos
aplicando la ecuacion:

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 32, No. 3, agosto-noviembre, 2011



Determinacion de expresiones matematicas para el calculo de los esfuerzos... 121

H = (%) tan (45 + %)

Finalmente, la comparacién del método analitico de-
terminado con respecto al sofware RocLab (los cuales se
observan en la figura 5) estan representados en la tabla 4.

Tabla 4. Compara los valores obtenidos con el método analitico propuesto
y el programa de Roclab

Plana Roclab
onn/yH (prom) 0,034
Tnt/yH (prom) 0,125
¢ (cohesion) MPa 0,053 0,224
¢ 63,9° 41,7°
H (altura) m 38,10 83,26

4 Conclusiones

En el presente estudio se concluye que es fundamental
determinar, con la mayor precisién posible, el campo de
esfuerzos que actua sobre el macizo rocoso. En el caso que
se requiera analizar la estabilidad de un talud en particular,
es necesario conocer previamente el intervalo de tensiones
normales oy, 0 expresado en forma adimensional o,/ yH
en los puntos extremos de la superficie potencial de falla, es
decir en la cresta y en el pie del talud.

De acuerdo a los resultados obtenidos la tension o es-
fuerzo normal varia notablemente en funcidn de la inclina-
cion del talud, como la del plano potencial de falla. Ademas
se determind una expresion que permite hallar la distribu-
cion de los esfuerzos en cualquier punto de la superficie de
rotura, lo cual es importante al momento de estabilizar un
talud.

Finalmente, se llev6 a cabo la comparacion de los mé-
todos investigados obteniéndose un valor promedio de los
esfuerzos normales y cortantes obteniéndose los parametros
Cy ¢y con el programa de Roclab los pardmetros de corte.
Se observa, al comparar los obtenidos con el programa Ro-
clab, que el valor de la cohesion esta elevado en compara-
cion con los otros métodos cuyas diferencias son pequefias,
también el resultado del angulo de friccidn interna es menor
con una diferencia aproximada a 22°, por dltimo al compa-
rar la altura critica se obtiene que la mayor diferencia se
encuentra con los resultados del programa Roclab cuyo va-
lor se duplicaron respecto a la rotura plana que presenta la
mejor aproximacion.
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