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RESUMEN

5e ofrece un métode de resolucidn de problemas difusionales
unidireccionales en estado no estaclonario que tienen Llugar en cuerpos
multicapas. El método se basa en considerar las multicapas como un solo cuerpo
con propiedades variables; dentro de cada capa en forma continua y en la
interfase de dos capas en forma discontinua. Se hace uso de la transformada
generalizada de Fourler y el problema de funciones y valores propios se reduce
a la solueidn de un sistema de ecuaciones alzebraicas infinito que se resueive
por medic del determinante de Hill.

ABSTRACT

Resolution of non-stady state diffusional problems in multilayer media.
Adoption of Hill determinant. In this work is presented a method for the
solution of unidirectional diffuszional problems in non-stady state that take
place in multilayer media. The method is based in considering the multilayer
media as only one body with variable properties; in continuous way inside of
avery layer and with finite discontinuities between layers. The eligen-values
provlem £ reduced to the solutions of an infinite algebraic system equation,
which in solved by the hill determinant.

PLANTEAMIENTO

En la resolucidn analitica de problemas difusicnales no esticiaonarios,
unidireccionales, en cuerpos pulticapas surge la necesldad de rosolver
ecuaciones trascendentales por demds eongorrosas para hallar los valores
proplos, lo cual lo hace poco prdactice. En el presente trabajo se propone un
gétedo analitico para reselver problemas en cuerpos multicapas, conslderands a
éste como um sdlo cuerpo con propledades que varfan en forma contfinua dentra
de cada capa y presenta una discontinuidad finita entre una capa y la otra.
3¢ emplea la transformada generalizada de Fourler y las funciones y valores
propios se determinan con la adopeidn del determinante de Hill.

El modelo matemitico del probl=ma propuesto se puede escripir: <12
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La solucidn del problema (7} a (9) es conveniante buscarla por medio de
la transformada generalizada de Fourier <2> y <3», cuya expresidn final es:
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Las funciones y valores propios se determinan en base a la sigulente
ecuacidén diferencial y sus condiciones de contorno:
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aj'u[p.hm} + bj ‘—d—rl-—'—' =0 TR 1 & j=1,2 (15)

Resolucidn de las ecuaciones (14) y (15) con la ayuda del determinante de Hill

51 nip) satisface las condiciones de Dirichlet <4>, entonces es posible
dasarrcllarla en una serie trigonométrica. 5i 1la funcidn h{ ) =e extiende de
tal forma que sea par, esto es nl(p) = hi-p); 0 £€p £ 1 entonces la expansidn
gerd en funcidn de cosenos. Para poder emplear la metddica de Hill es
conveniente hacer el siguiente cambio de variables:
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donde

s ={0,1,2}, en el caso des ={1,2} se supone que r, 2 0.

1

Deber{ia notarse que kjf.r}. h¥(r) y F*(t,r) son funciones continuas de r
dentro de una capa pero presentan una discontinuidad finita entre capa y capa.

Es conveniente hacer el siguiente cambio de variables:

J r
- 1 dr . - dr . . ~
o Eﬂjr1 s k(r) AE Irl =y ¢ TUF) = Tl (4)
Eevgt 3 hlp) = A%vg.r?S.k(e) h¥*(r) 5 Flp.Fy) = A . r?Sk(r) . F5(r,1) (5)
. o ot . ) ; _
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En base a las definiclones (4) a (&) las ecuaciones (1) a (3) se pueden

eseribir de la siguiente forma:
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Z = Tp/2 sou2) = Meuy 5 22 = ho(p) {16)

En base a (16) las ecuaciones (14) y (15) se escriben

2
%,”{—z}- +ued(2)~u(2z) =0 i 0g I g2 (17}
du{z) . - - i om
AJ'U(Z] " BJ' T = 0 ; I= (j-1)n/2 ; j 1,2 {18)
donde
2 . om
Vo= (21'}"“} H ﬁ.J- aj H Bj. hj 2 v 1 1,2

Desarrollando J(Z) en serie de Fourier se obtiene
Tz

V() =t 2+ i 6 .cos(2nZ) ; 8 =2—“J J(I). cosl2nl). a2 (19)
n=1 n noT Ja
De la teorfa de Floguet <6> se sigue gue
uiz= C.'Ll.{l} + gp U, (2} (20)
donde
2 iZni
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de donde se desprende que es suficlente hallar una de las socluciones
linealmente independientes.

Reemplazando las expresiones de UI{EJ ¥y ¥.J(Z) en la ecuacidn (17) se
obtiene el siguiente sistema infinite de ecuaciones algenréieaa { am = a_m}:

( M2ni)® by + Qfmﬂm-bn-m =0 5= aae,2,1,0,1,2,00. (21)
.

El sistema (21), luego de dividir cada ecuacidn por Bo=(i L-2n) se puede

escribir en forma matricial, esto es
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Bm,nllbal =0 (22)

donde : an_m =1 si nsm ; Bn,m -Gln_m.r‘fﬂn-il}z-ﬁn} singEm
El determinante de la matriz 1Bm. nl tiende a un limite cuando m y n
»
tienden a = =i nguan converge absolutamente. Este determinante se indica
por Ay{ik ). El valor propio A se obtiene de la ecuacidn

sin? (Tin2) = 4,(0) sin®(n72) (23)

En el cdleulo de A se puede suponer que bu = 1; entonces los coeflcientes
restantes, bJ. J # 0; se cbtienen del sistema no-homogeneo de ecuaciones que
se obtiene de (21), con b, = 1, Este cdleulo se puede efectuar por medio de
diferentes procedimientos: en forma exacta como 3e muestra en <92 ; por
aproximaciones sucesivas <10>; separando la fila ¢on n = 0 de la matriz Em.n!
¥y resolviendo el sistema no-homogenso via inversidn de la matriz truncada;
finalmente, como se describe en <8», los coefleiente bn son iguales a los

menores de los elementos En n del determinante &IE:L‘- ).
¥

Cilcule de v . Las condiciones de contorne (18) conducen a la ecuacidn
il vi} =0, 1i=12...., donde

otv) _{i,- u,(2) +8,-u;(2), _[:z

U, (2) + Bl-uj'[z]l]
Ay Uy (2h + By Up(2) | 0 Ay Uy

Z) + B, U, (2) =1
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WOTA: Aparte de los métodos reseflados, es posible resolver las ecuaciones
{14) ¥ (15) por medic de métodos numéricos de alta exactitud, los cuales ya
mostraron su efectividad en aclstica y en mecdnica cudntica <11> a 14>, y por
redio de métodos aproximados <10> a <152,
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