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Resumen

Desde su introduccion en 1977, los sistemas descriptores, denominados también sistemas singulares, sistemas de semi-
estado, sistemas diferencial-algebraicos o sistemas generalizados de estado-espacio; han sido uno de los campos principales
de investigacion dentro de la teoria de control. Durante las iiltimas dos décadas, los sistemas descriptores han atraido
mucha atencion debido a los usos comprensivos en la economia, como en el modelo dindmico de Leontief, en sistemas
eléctricos y los modelos mecdnicos. Desde entonces, un considerable progreso ha sido hecho en la investigacion de tales
sistemas. En este trabajo se estudia la controlabilidad de sistemas descriptores no autonomos semilineales. La condicion de
controlabilidad es probada por aplicacion del teorema de punto fijo de Rothe para un sistema no auténomo semilineal, el cual
se obtiene por transformacion del sistema descriptor original, a partir de una aplicacion inyectiva lineal. En consecuencia,
la controlabilidad del sistema no autonomo semilineal es equivalente a la condicion de controlabilidad del sistema descriptor
no autonomo semilineal.

Palabras clave: Controlabilidad, Sistemas Descriptores, Sistemas no lineales no auténomos, Teorema de punto fijo de Rothe.

Abstract

From its introduction in 1977 by Luenberger; the systems descriptors, denominated also singular systems, semi-state systems,
differential-algebraic systems or generalized systems of state space, they have been one of the main fields of the investigation
of the control theory. During the two last decades, the systems descriptors have attracted much attention due to the
comprehensive uses in the economy, like in the dynamic model of Leontief, electrical systems and mechanical models. Since
then, a considerable progress it has been done in the investigation of such systems. In this paper, the controllability of
semilinear non-autonomous descriptor systems is studied. The condition of controllability is proven by application of the
Rothe’s fixed point theorem for a semilinear nonautonomous system, which obtains by transformation of the original descriptor
system, from a linear injective application. Consequently, the controllability of the semilinear non-autonomous system is
equivalent to the condition of controllability of the semilinear non-autonomous descriptor system.

Key words: Controllability, Descriptor Systems Descriptors, Non-autonomous nonlinear systems, Rothe’s fixed point
theorem.

1 Introduccion cualitativa de los sistemas dindmicos de control y es de
importancia particular en teorfa de control moderna. Un

La controlabilidad es uno de los conceptos fundamen- L . ..
P estudio sistematico de la controlabilidad fue comenzado al

tales en la teoria de control matemadtica. Es una propiedad
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principio de los afios 60 en el siglo pasado, por Kalman
para los sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI =
Linear Time-Invariant) (Kalman y col., 1963). En general,
la controlabilidad se refiere a la posibilidad de dirigir un
sistema dindmico de un estado inicial arbitrario a un estado
final arbitrario usando controles admisibles, en tiempo finito.
Es importante recalcar que se derivan diversas definiciones
de la controlabilidad, que dependen, en gran medida, de la
clase de sistemas dindmicos y de la forma de los controles
admisibles (Klamka 2013).

El andlisis de la controlabilidad para diversos tipos de
sistemas dindmicos requiere el uso de numerosos conceptos
y métodos matematicos tomados de la geometria y el alge-
bra diferencial, el andlisis funcional, la topologia, andlisis
matricial y teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales, y de la teoria de las ecuaciones de diferencia. La
controlabilidad desempeifia un papel esencial en el desarrollo
de la teoria matemadtica de control moderno. Hay varias
relaciones importantes entre la controlabilidad, la estabili-
dad y la estabilizabilidad de los sistemas de control finito-
dimensionales e infinito-dimensionales lineales. La controla-
bilidad también se relaciona, de manera directa, con la teoria
de la realizacidn, en particular con las realizaciones minimas
y las formas candnicas para los sistemas de control LTI. Debe
ser mencionado que, para muchos sistemas dindmicos existe
una dualidad formal entre los conceptos de controlabilidad
y de observabilidad. El concepto de controlabilidad tiene
muchos usos importantes, no s6lo en teoria de control y teoria
de sistemas, sino también en 4areas tales como control de
procesos industriales, procesos quimicos, control de sistemas
eléctricos, entre otros.

Asi, entre las bases tedricas fundamentales, usadas para
el andlisis de la controlabilidad de sistemas dindmicos no
lineales o semilineales, se encuentran: teorema de mapeo
abierto generalizado, teoria espectral de operadores lineales
no acotados, teoria lineal de semigrupos para operadores
lineales acotados, dlgebra de Lie y grupos de Lie, teoremas de
punto fijo, teoria de traza completamente positiva, soluciones
suaves de las ecuaciones de evolucién en espacios de Hilbert
y de Banach.

Por otro lado, los sistemas descriptores, denominados
también sistemas singulares, sistemas de semi-estado, sis-
temas diferencial-algebraicos o sistemas generalizados de
estado-espacio; han sido uno de los campos principales de
la investigacion de la teoria de control, desde su introduccion
en (Luenberger 1977). Durante las dltimas dos décadas, los
sistemas descriptores han atraido mucha atencién debido a
los usos comprensivos en la economia, como en el modelo
dindmico de Leontief , en sistemas eléctricos y los modelos
mecanicos. Desde entonces, un considerable progreso ha sido
hecho en la investigacion de tales sistemas.

Un sistema descriptor se define por la siguiente dindmi-

ca
Ey(t) = F(t)y(t) + B(t)u(t),

donde y(t) € R™ es el vector de variable descriptor (en vez de
vector de estados), E € R"*™ conn < m;y F(t) € R**",
B(t) € R™*!, son matrices continuas; la funcién control u
pertenece a Ly (0, 7; R!). Si para todo ¢ € [0, 7], el polinomio
p(s) = det (sE — F) satisface que p(s) # 0, se dice que
el par (E,F) es regular. En caso contrario, se denomina
singular.

En el estudio de la controlabilidad para tales siste-
mas, muchos resultados pueden ser evaluados en (Mehrmann
y col., 2006, Berger y col., 2009). En general, los resultados
allf mostrados son referidos a sistemas descriptores lineales
como (1). Por el contrario, en este articulo se aplica el
Teorema de punto fijo de Rothe para probar la controlabilidad
del siguiente Sistema Descriptor Semilineal no auténomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias

Ey(t) = F(t)y(t) + B(t)u(t)+g(t, y(t), u(t)),

te[0,7], 1)

t €[0,7],
(2

donde, para la funcién no lineal g € C([0, 7] x R™ x R™; R"™)
existen a,b,c € Ry % < B < 1talque

lg(t, g, w)llzn < allyllzn +bllullg +¢, ueR',yR™

2 Controlabilidad de un sistema semi-lineal

Sea el sistema

{ 2(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + gr(t, z,u), te (0,7],
Z(O) =z €R"
3)

donde z(t) € R", u(t) € R!, A(t), B(t) son matrices
continuas de dimensiones n X n 'y n X [ respectivamente,
la funcién control u pertenece a L?(0, 7; R!) y 1a funcién no
lineal gr : [0,7] x R™ x R™ — R’ es continua y existen
constantes a,b,c € Ry 2 < 8 < 1tal que

uwe Ry eR™
4

lgr(t, 2, w)llzn < allzlzn + bllullgs + ¢,

Definicion 1 (Controlabilidad) El sistema (3) se dice con-
trolable sobre [0,7] si para todo zy, z1 € R™, existe un
control u € Lo(0,7;RY) tal que la solucion z,(t) de (3)
correspondiente a u verifica:

z0)=20 ¥y 2(7)=z.

Bajo las condiciones antes mencionadas, es bien sabido
que, para todo zp € R™ y u € Ly(0,7;R!) el problema de
valor inicial

{ 2(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), zeR", te]l0,7],

2(0) = 2o,
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2(17) = 2

2(0) = 2o
Fig. 1. Caracterizacion de la controlabilidad.

&)

admite una tnica solucién dada por

z(t) = U(t,0)z0 —l—/o U(t,s)B(s)u(s)ds, t€[0,7], (6)

donde U(t,s) = ®(t)®!(s) y ®(t) es la matriz fundamen-
tal del sistema lineal auténomo

2(t) = A(t)z(t). (7N
Es decir, la matriz ®(¢) satisface:

d(t) = A()d(1),
{ (0) = Ir, ®)

donde Ir~ es la matriz identidad de orden n x n. Ademas,
existen constantes M > 0y w > 0 tal que

Ut s)]| < Me*™9) 0<s<t<T. ©)

Bajo la condicién (4) y si se satisface que

3
L”B”? M3ay\/TeMT <62M1) ’ <1
w2 w ’

se demostrard la siguiente afirmacidn: Si el sistema lineal
2(t) = A(t)=(t) + B(t)u(t), (11)

es controlable, entonces el sistema semilineal no auténomo
(3) es controlable sobre [0, 7]. Mds adn, se puede determinar
un control que lleva el sistema no lineal de un estado inicial
zo a un estado final 27 en un tiempo 7 > 0, el cual es muy
importante en la prictica y desde un punto de vista numérico.
La controlabilidad del sistema lineal (11) es bien conocida
y existe una amplia gama de bibliografia acerca de esta
condicién, incluyendo libros, articulos, y se pueden citar
(Chukwu 1992), (Lee y col., 1967) y (Sontag 1998).

A diferencia de los sistemas lineales, la bibliografia no
es muy amplia cuando se trata de sistemas semilineales no
auténomos, en este sentido se puede mencionar el trabajo
realizado por Lukes en (Lukes 1973), donde probd que, si
el sistema lineal (11) es controlable, entonces el sistema no
lineal (sistema perturbado) es también controlable, probando
que la funcién no lineal gr es acotada. En (Leiva 2014)

(10)

se prueba la controlabilidad del sistema semilineal no au-
ténomo (3), usando la acotacion (4) de la funcién no lineal
gr y asumiendo la controlabilidad de la ecuacién (11). El
resultado de Lukes aparece en un contexto mds general en
(Coron 2007) (ver Teorema 3.40 y 3.41 Corolario de (Coron
2007)), pero el término no lineal sigue dependiendo sélo de
las variables (¢, z). En (Vidyasager 1972) se presenta el caso
cuando la funcién gr no depende del pardmetro u € R™,
y se demuestra la condicién de controlabilidad utilizando el
teorema de punto fijo de Schauder que establece que para
cada par de nimeros positivos (a, ¢) existe un nimero M > 0
tal que
a|gf(t’2)|+CSM7 HZH <M y t€[077—]’
(12)

para

entonces la controlabilidad del sistema lineal (11) es preser-
vada bajo la perturbacién de la funcién no lineal gr; es decir,
el sistema no lineal (3) es controlable. En (Dauer 1976) se
obtienen varias condiciones suficientes sobre la funcién gr
para la controlabilidad del sistema perturbado (3). En algunos
trabajos, la perturbacién no lineal gr estd sujeta al sistema
lineal, lo cual es natural cuando el sistema es perturbado,
en ese sentido, mientras que en (Do 1990) se encuentra
una condicién débil sobre el término no lineal gr para la
controlabilidad del sistema (3), conteniendo la condicién
de Dauer; sin embargo, esta condicién depende fuertemente
sobre el sistema lineal (11), particularmente, sobre la matriz
fundamental ®(¢) del sistema lineal no controlable (7), el
cual es, en general, no viable en forma cerrada. Para la
controlabilidad del sistema semilineal de ecuaciones de evo-
lucién infinito dimensional, se pueden analizar los resultados
de (Balachandran y col., 1987) y (Balachandran y col., 2003).

La controlabilidad nula local, la cual es equivalente a de-
cir que 0 € int(C), donde C es el dominio de controlabilidad
nula, ha sido estudiada en (Chukwu 1992), (Chukwu 1991),
(Chukwu 1987), (Chukwu 1979), (Chukwu 1980), (Chukwu
1984),(Mirza y col., 1972),(Sinha 1985), (Nieto y col., 2010)
y (Sinhay col., 1980). Particularmente, en (Chukwu 1992) se
estudia la controlabilidad nula local del siguiente sistema no
lineal

{ 2(t) = g(t, 2(t), u(t)),

t € (0,7],
(13)
2(0) = 2o,

donde la funcién no lineal g : [0,7] x R™ x R™ — R"™ es
continua y en la segunda y tercera variable es continuamente

diferenciable. Con respecto a (13), se considera el sistema
linealizado

2(t) = D2g(t,0,0)z(t) + Dsg(t, 0,0)u(t), (14)

Teorema 2 (Teorema 8.1.1 de (Chukwu 1992)) Asiimase
que:
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i) g es continua, y en la segunda y tercera variable es
continuamente diferenciable.
ii) g(t,0,0) = 0.
iii) el sistema lineal (14) es controlable.
Entonces el dominio C de controlabilidad nula de (13) tiene:

0 € Int(C)

De acuerdo a las indagaciones realizadas, y evaluando los
trabajos mencionados en la literatura, la principal hipdtesis
cuando se estudia la controlabilidad de sistemas semilineales
de control gobernados por ecuaciones diferenciales, es que el
sistema lineal asociado es controlable, entonces la controla-
bilidad del sistema semilineal dependera de la perturbacién
g(t,z,u) aplicada a sistemas lineales. En ese sentido, el
tipo de perturbacién utilizada en este trabajo no se habia
considerado anteriormente; esto, unido a la técnica utilizada,
forma parte de la novedad de este trabajo.

Finalmente, la controlabilidad del sistema (3) se sigue
de la controlabilidad de (11), la continuidad de la matriz fun-
damental del sistema lineal no controlado y la condicién (4)
que satisface el término gr y la aplicacién de los siguientes
resultados:

Proposition 3 Sea (X,3, ) el espacio de medida con
w(X) < ocoandl < g < r < oo. Entonces L,(i) C Lg(p)

y

I£llq < (X)) [ £l f € Li(p). (15)

Prueba. La prueba del la Proposicién se sigue del Teorema
I.V.6 de (Brezis 1984) y asumiendo que p = g > 1y
considerando la relacién

/ (1F]7)Pdy = / ldu, Vf € Lo(u).
X X

Teorema 4 ([(Isac 2004),(Smart 1974)]) Sea E un espacio
de Banach y sea B C E un subconjunto cerrado y convexo
tal que el cero de E estd contenido en el interior de B.

Sea ® : B — E una funcién continua con ®(B) relativa-
mente compacta en E'y ®(0B) C B.

Entonces existe un punto x* € B tal que ®(z*) = z*.

3 Resultados principales: Controlabilidad de un sistema
descriptor semilineal

Aplicando el Teorema 4 de punto fijo de Rothe, se busca
probar la controlabilidad del siguiente sistema

Ey(t) = F(t)y(t) + B(t)u(t) +g(t,y(t), u(t)), tel0,7],

(16)

Para ello, supéngase que:

1) det(EE*) # 0

2) La funcién no lineal g € C([0,7] x R™ x R™;R") y
existen a,b,c € Ry 3 < 8 < 1 tal que

lg(t,y.wlzn < allylzn+bllullgi+e, uweR,yeR™

Bajo las condiciones anteriores se tiene que:
I = E*(EE*)™!
es una inversa por la derecha de FE, es decir:
Eol'=1.

El sistema (16) no es cuadrado y las soluciones del problema
de valor inicial

{ Ey(t) = F(t)y(t) + B(t)u(t) + g(t,y(t),u(?)), t € (0,7],
y(0) = yo € Ran(T),
(17

no tienen porque ser Unicas.
Considérese el siguiente cambio de variable

y(t) = Tz(t), entonces y(t) = T2(t) y yo = I'zo.

Como I es una inversa por la derecha de F, sustituyendo el
cambio en la ecuacion (16) se tiene:

2(t) = F()Tz(t) + B(t)u(t) + g(t, Tz(t), u(t)).

Ahora, si A(t) = F(t)I' 'y gr(t,z,u) = g(¢,T'z,u), y ha-
ciendo los cambios, se obtiene el siguiente sistema semilineal
lineal:

{ i(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + gr(t, 2(t), u(t)), t € (0,7],
=zy €R"

(18)
La aplicacién E* es inyectiva, lo que implica que

Ran(E*) =2 R", asi, el Ran(I") = R".

Asi, se estudiara la controlabilidad del sistema (16)
restringido a Ran(I") = R", es decir, se analiza la contro-
labilidad del sistema (18).

Bajo condiciones adicionales, se probard la siguiente
afirmacion: Si el sistema lineal 2(t) = A(t)z(¢) + B(t)u(t)
es controlable sobre [0, 7], entonces el sistema descriptor
semilineal es también controlable sobre [0, 7]. Mds atin, es
posible determinar un control que transfiera el sistema (18)
de un punto inicial zy hasta un punto final z; en un tiempo
7> 0.

En consecuencia, se probard la controlabilidad del sis-
tema no lineal (3), probando que el sistema lineal (11) es
controlable. Para esto, se considera para todo zp € R" y
u € Lo(0,7;RY), el problema de valor inicial

{ (t) = A@)2(t) + B)u(t) + gr(t, 2(1), u(?)),
2(0) = zp € R™

t € (0,7],

19)

que admite como solucién la ecuacién dada por

2 ()

Ut 0)20 + /0 Ut s)B(s)u(s)ds  (20)

_|_

/0 U(t, s)gr(s, zu(s),u(s)) ds, te€l0,7].
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Lema 1 La solucion del problema de valor inicial (19) sa-
tisface la siguiente estimacion

=01 < {K+ [ IBlbe = us)as @1
+ / b M=) fu(s) | ds 7.
0

donde ||Bllcc = supoci<, Bl ¥y K = M|z +

fOT cMe™wsds.

Comentario 5 Sin pérdida de generalidad, se puede supo-
ner, cuando sea necesario, que el estado inicial zog = 0 es fijo
ye=0.

Definicion 6 Para los sistemas (11) y (3) se definen los si-
guientes conceptos: Los operadores de controlabilidad (para

7> 0) G, Gy : La(0,7;RY) — R™ estdn dados por

Gu:/o U(r,s)B(s)u(s)ds,

y

(22)

Ggru = /OU(T,S)B(s)u(s)ds—l—

/O UG, 8)gr(s, za(s) u(s))ds,  (23)

donde z,(-) es la dnica solucion del problema de valor
inicial (19).

El operador adjunto G* : R™ — Ly(0,7;R!) del operador
G esta dado por

(G*2)(s) = B*(s)U*(1,8)z, Vsel[0,7], VzeR"

(24)

Proposition 7 Los sistemas (11) y (3) son controlables en
[0,7] si y sélo si, Rang(G) = R™ y Rang(Gy.) = R”
respectivamente.

Ademads, se utiliza el siguiente resultado de (curtain y col.,
1978),pp 55, y (Curtain y col., 1995).

Lema2 Sean Y y Z espacios Hilbert, S € L(Y,Z) y
S* € L(Z,Y) el operador adjunto. Entonces las siguientes
afirmaciones se cumplen,

(i) Rang(S) =27 < FIy>0 /
z € Z.

1S*2llw = 7llzllz,

(ii) Rang(S) =Z <= Ker(S*)={0} < S*is 1—-1

Lema 3 (Ver (Iturriaga y col., 2010)) Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

a) Rang(S) = Z.

b) Ker(S*) = {0}.

¢c) Iy>0 / (SS*2,2) >9|z||% 2 #0in Z.

d) 3(8S*)"L e L(2).

Por lo tanto, (GG*)~! existe y el operador I' : R" —
L(0,7;RY) definido por
Iz = B*()U*(1, ) (GG*) 'z = G*(GG*) 'z, (25)

es una inversa por la derecha del operador G, en el sentido
que

GI' = 1. (26)
Mas aun,
(GG~ 2| < v Mzl zeR™ (27

Por otro lado, el operador I' : R™ — Ly(0,7;R!) definido
por la ecuacién (23) puede ser escrito de la siguiente manera:

Ggru=G(u) + H(u), (28)

donde H : Lo(0,7;R') — R™ es un operador no lineal dado
por

H(u) = /OT U(r,s)gr(s, zu(s),u(s))ds,u € LQ(O,T;Rl)
(29)

Definicion 8 La siguiente ecuacion se denomina ecuacion
de controlabilidad asociada a la ecuacion no lineal (3)
u="T(z— H(u)) = G(GG*) (2 — H(u)), te][0,1]

(30)

Abhora, se presenta y probard el resultado principal de este
trabajo, que es la controlabilidad del sistema no lineal (3).

Teorema 9 Si el sistema lineal (11) es controlable en [0, ]
y si se satisface la condicion (10), entonces el sistema (3) es
controlable en [0, 7). Mds atin, se determina un control que
lleva el sistema (3) de un punto inicial zy a un punto final z;
en un tiempo T > 0. Tal control, para t € [0, 7], estd dado
por

u(t) = B* () U (1,t)(GG*) (2 — U(1,0)20 — H(u)).
(31)

Prueba. Para cada z € R" fijo, se considera el siguiente
operador auxiliar
K : Ly(0,7;RY) — Lo(0, 7; RY) dado por

K(u) =T(z — H(u)) = G*(GG*) " (z — H(u)). (32)

En primer lugar, se demostrard que el operador K tiene un
punto fijo u dependiendo de z. En efecto, ya que el operador
de evolucién U (¢, s) es continuo (en este caso por la compa-
cidad Rang(U (¢, s)) = R™ ), la suavidad y la condicién (4)
que satisface el término no lineal g, se deriva que el operador
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H es compacto.
Mas aun,

K@), _

M? M
——a/T|| Bl ooe™™T (2“7 —1).
Hu”Lz

)., —oo
(33)
En efecto, de (4), (21), de la definicién del operador H (u) y

de la Proposicién 3, se obtiene que, para u € Lo (0, 7;RY), la
siguiente estimacioén

[H()] < / Me“ | gr (s, zu(s), u(s))|ds,

l

([ sy
([ (st utenizas )
= ¥ ([ lor(s o utelas)
< v ([ @+ vy as)
< v ([ s+ 4b2||u<s>|25>ds)%
< o [TlR)

ano ([ ||u<s>26)é
o ([*{ [ 1Bt ey +

r 2 3
/ bMe“’(TT)|u(r)||5dr} 62“M7> ds
0

¥ 2Nb{(/07||u<3>||w)21"}5

a7 { [ 1Bl b o) s+
0

IN

IN

[ e o Pas e 2l
0

= 2N2ay7||Bllooe™ 7 ||ul| 1, +
(2N%aby/7e™™ 4 2Nb) [ull, .

1
donde Log = Lop(0,7;RY) y N = ([ M2e*(T=9)ds)>.
Ahora, como ; < B <1« 1< 23 < 2, aplicando la

Proposicion 3, se obtiene que:

[Hw)| < 2N?ay/7|Bllace™ 7 ||ullL,
1—8
+ 2Nbr T (Nay/Te™7T 4+ 1) |Julf,.

Por lo tanto,

Hw)|z, _ M? aM7 [ 2wr
H |1(L||3:|| - s TaﬁHBHwe Mr (207 _ 1),
2

En consecuencia,

1o 1, o0

17 K(U)” * *\ — M2
hml\uHLz—an < [[G*(GGT) 1||7Cl\ﬁ
2
”BHooeal\/I'r(eQw'r _ 1)7
. [ (w) | aMr
hml\uIILz—mO Tl pyﬂHB”gOMSaﬁe M
2

3
2w7’_1 2
() —R<1
w

Entonces, de la condicién (33) se sigue que, para un p fijo,
cumpliendo la siguiente condicién, R < p < 1, existe Ry >
0 suficientemente grande tal que

K (WL, < pllullz,, [lulz, = Ro.

Por lo tanto, si se denota por B(0, Ry) la bola de centro cero
y radio Ry > 0, se obtiene que K (9B(0, Ry)) C B(0, Ry).
Como K es un operador compacto, definido en la esfera
0B(0, Ry) al interior de 1a bola B(0, Ry), se puede utilizar el
Teorema de punto fijo de Rothe’s 4 para asegurar la existencia
de un punto fijo u € B(0, Ry) C L2(0, 7;R™) tal que

u="T(z— H(u)) = G*(GG*) (2 — H(u)).
Entonces,
Gu =GI'(z — H(u)) = z — H(u),
y
Gu+ H(u) =

Asi, sise toma z = z; — U(7,0)z y usando (20), se obtiene

Ju(s)ds

4 /0U(ns)gr<s7zu<s>7u<s>>d8

Corollary 10 Si el sistema lineal (11) es controlable en [0, ]
y a, 0 |Blls son lo suficientemente pequeiio, entonces el
sistema (3) es controlable en [0, 7). Mds aiin, se determina
un control que lleva el sistema (3) de un punto inicial zy a un
punto final zy en un tiempo T > 0, el cual, para t € [0, 7],
estd dado por
u(t) = B*()U* (1,t)(GG*) " (2 — U(1,0) 29 — H(u)).
(34)
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4 Ejemplo numérico

Consideremos el siguiente sistema

T1 =23+ x4

Ty =5
&3 = xg
m1:b4 + ’ITLQS.UE') = U1
mgif}ﬁ = —21’3 — U2

El cual se puede escribir de la siguiente forma:

100 0 0 0 1
010 0 0 0 T2
001 0 0 0 3
00 0 m me O L4
000 0 0 me 5
Te
00 1 100 1
00 0 010 2
00 0 00 1 NG
00 0 00 0 T4
00 -2 00 0 5
Te
0 0
0 0
EES
1 0 2
0 —1
Asi, para
FEx = Fx+ Bu
100 0 0 0
010 0 0 0
setieneE=] 0 0 1 O 0 0 ,
00 0 m me O
000 0 0 my
00 1 100 0 0
00 0 010 0 0
F=]l00 0 0o01]|.,B=|0 0
00 0 00 0 1 0
00 -2 00 0 0 —1
Ahora,
100 0 0
010 0 0
R 001 0 0
EE=E=1000 m 0
000 m 0
000 0 m
Luego
10 0 0 0
010 0 0
E-E =] 0 0 1 0 0
0 0 0 m2+m3 0
00 0 0 m32

(35)

De allf se obtiene que (E - E*)~! existe y esta dada por

100 0 0
010 0 0
(E-E)'=| 001 0 0o 1,
000 i O
1 2
oo0oo0 o L
2
Por lo tanto
100 0 0
010 0 0
N o 001 0 0
EP(E-E)7 =100 0 M, 0
1 2
000 25 0
000 0 o=

I' = E*-(E-E*)"!, es una inversa a la derecha de E, es
decir Eol = 1.
Del cambio x = I' - z, se tiene * = I'%, entonces

2= Az+ Bu
donde
0 0 O % 0
00 O m’:Tm? 0
1 2
A=FT=10 0 0 0 L
ma
0 0 O 0 0
0 0 -2 0 0

Asi, 1a matriz de controlabilidad de Kalman:

¢=(B AB A’B A’B A'B)

estd dada por

=

my

sl

0 0 s 0 0 =L 0 0 0 2

mi+m3 m2 2

0 0 2z 0 0 0 0 0 0 0

¢=1]0 0 0O 2+ 0 0 0 % 0 0
2

10 0 00 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 2 0 0 0 75

donde se verifica que Rank(¢) = 5. Por lo tanto, el par
(A, B) es completamente controlable. En consecuencia, es
sistema descriptor original es controlable.

4.1 Ejemplo 2: Péndulo invertido

Consideremos el modelo de estabilizacion de un péndu-
lo invertido descrito en (Furuta y col., 1988):

(J +miI®) + (ml cos (0))& = —c,0 + mlgsin (6)
(M +m)i + (mlcos (0))0 = —cei + (mlsin (0))6% + u

donde las variables fisicas se definen segin la Fig. 2. Asi,
[ es el centro de masa del péndulo (2 = L); ¢, c. son
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la controlabilidad del sistema lineal se analiza a partir de la
condicién de Kalman.
Asi, la matriz de controlabilidad es de la forma:

0 J+Tm12 —cC(J-l-mZ;Q—cpmzlz C14
M L ) 0 _anl cpml(’rrL+JVI)X;;Clm(J+m12) Co4
¢= 0 cpml —gm?1? ciml(m-{—k[)+cpccml(J+ml2) Ca
L] L] A - 2
( ) ( ) 1 —cc(JA—Q—ml2) 8 ci(J+7nlz)2+cpcAcl2m2 Cad
A Az
Fig. 2. Péndulo invertido donde,
2
_glPm? 5 ce (m?+J) cpl?>m?
, C14—T+Cc (ml +J) AB + A3 +
coeficientes de friccién, J = % Considerando 6 pequeiio, by o 5 5 )
entonces las aproximaciones sin (6) = 6, cos(6) = 1 son cp” IZm* (M +m) 4 cpce12m? (ml? +J)
vilidas. Tomando las variables de estado x; = z, 12 = 0, A3 A3 '
T3 = &y x4 = 0 entonces:
i l M Am(J 12
(1) (1) 8 8 g{;l c24 = — ce(J +ml?) {cpm (Z;r ) +C m(A;rm )}
Xro o
00 ml  J+mi®| |as]| gm212(m + M) (M +m)?  —cel?m?
M+m ml z - — cplm +
0 0 + 4 A2 A3 A3
0 0 1 0 1
0 0 0 1 X9 12m32 Alm l 24
0 mlg 0 —c,| | + cga =Ce(mi® + J) gAZL 23 2 m(AW; +J) +
0 0 —Ce 0 Ty
0 0 cplm Ci(M +m)” + pcelm? + gmi{m + M)
0 0 P A3 A3 A2
+ U
0 0 cpgl®>m?(m + M)
mlzox? 1 + A2 :
Nétese que en este caso la funcién no lineal g(x) corres-
ponde a g(x) = (0 0 0 mlxoz?)?, la cual depende del ) A(ml? + )% cped®m? cegl®m3
4ngulo y la velocidad angular del péndulo, que son variables ~ “44 = — ce(ml” +J) A3 A3 A2
acotadas, po.r/ lo que se satisf’ace la condi.ci(’)n de acotan?if:nm Elm(ml® +J)  cpcdm(m + M)
de esta funcién no lineal. Asi, para estudiar la controlabilidad cpl e AS
de este sistema descriptor semi-lineal, se aplican los resulta- 90 o
dos tedricos obtenidos. Por lo tanto, cpgl®m=(m + M)
2
10 0 0 A ) .
0 1 0 0 De acuerdo a las variables fisicas del modelo, se puede
r= 0 0 =m Jtm? |- verificar que la matriz de controlabilidad € tiene rango com-
0 0 MEm 5 pleto. En consecuencia, se determina que el sistema lineal
A A es completamente controlable. Por lo tanto, el sistema semi-

donde A = Mmi? + J(m + M). Aplicando la transforma- lineal serd controlable.
cion, se obtiene

0 0 7T'ml J+£nl2 5 Comentarios concluyentes
A 0 0 W _Z” A partir del andlisis de la controlabilidad de sistemas se-
o mig W CPT”” milineales, se ha presentado un estudio de la controlabilidad
0 0 cchl —cC(JA+m12) de sistemas descripto.res semi-line.ales. La condicién de con-
trolabilidad para el sistema descriptor semilineal se obtiene
Puesto que por transformacién de dicho sistema, a un sistema semilineal
0 mediante una aplicacién lineal correspondiente a una pseudo
B_ inversa. Luego, bajo condiciones de acotacion relativa, se es-

tablece la condicion de controlabilidad, siguiendo el teorema
de punto fijo de Rothe. Al contrario de resultados previos,

= o O
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donde la hipétesis principal, cuando se estudia la controla-
bilidad de sistemas semilineales de control gobernados por
ecuaciones diferenciales, es que el sistema lineal asociado
es controlable y que la perturbacién no lineal estd sujeta al
sistema lineal, en el resultado presentado la controlabilidad
del sistema semilineal dependera de la perturbacién aplicada
al sistema lineal por condicién de acotamiento, lo cual es
utilizado, conjuntamente con el teorema de punto fijo de
Rothe, para la verificacién de la controlabilidad de sistemas
descriptores semilineales.
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