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Resumen

En el presente trabajo se muestra un breve recorrido histérico general de la derivada para
luego hablar de manera especifica de los inicios y desarrollo del cdlculo diferencial dentro
de las ciencias econdmicas, mejor conocido como andlisis marginal. Por otra parte, se
hace mencién a las distintas notaciones e interpretaciones de la derivada que usualmente
aparecen en los libros de texto y curriculos oficiales por el valor histérico que éstas tienen,
ya que las mismas estdn asociadas de manera directa a Leibinz y Newton. Finalmente,
se muestra una introduccién de la derivada mediante un ejemplo no matemdtico con el
objeto de justificar una introduccién de la derivada dentro del marco de la economia. Se
finaliza con unas reflexiones y consideraciones que el docente debe tomar en cuenta si
se apuesta por una ensefianza contextualizada de la derivada en el campo de las ciencias
econdmicas, asi como también los conflictos semiéticos que esto implica.
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Abstract

This paper presents a brief general history of the derivative and the beginnings and
development of the differential calculus in economics, better known as marginal analysis.
Moreover, we mention the various notations and interpretations of the derivative that
usually appear in textbooks and official curricula for which they have historical value,
since they are directly associated with Leibinz and Newton. Next, we show an overview
of the derivative by a non-mathematical example in order to justify the introduction of
the derivative within the economics framework. Finally, we close with some thoughts and
considerations that teachers should take into account when teaching derivatives in the
context of economics as well as the semiotic conflicts involved in the process.

Key words: Differential calculus, economy, contextualization.

1. Introduccion

Como es bien sabido, las matemadticas forman parte de los curricula de
estudios de casi todas las carreras universitarias a nivel mundial. Dentro
de las matemdticas, el cilculo diferencial juega un papel fundamental.
En este caso, se abordardn algunos aspectos del cilculo diferencial y su
relacién con las ciencias econdémicas desde la evolucidn de la derivada
en un contexto general hasta su uso en la economia, y se finalizard con
algunas aplicaciones de la derivada con un enfoque diddctico en carreras
universitarias vinculadas a la economia. El hecho de hablar de la derivada
conduce al campo del andlisis matemdtico debido a que éste abarca
temas que van desde los nimeros reales y sus propiedades, y pasando
por el estudio de las funciones (de una y varias variables), limites y
continuidad, derivacién, integracidn, sucesiones y series, teorfa de la
medida, hasta el dlgebra lineal, andlisis funcional y andlisis complejo,
entre otros (Artigue, 1991).

Con el objeto de aportar algunas ideas al proceso de ensefianza-
aprendizaje, se ha tomado como foco de atencién la formacién de un
profesional con un perfil mas centrado en su carrera. Dado que hoy
en dia existen muchos libros de texto de matemdticas aplicadas a la
economia (Arya y Lardner, 1987; Balbds ez al., 1989; Costa, 1989; Lial
y Hungerford, 2000) que tocan el tema de la derivada y sus aplicaciones
en esta drea, se ha realizado un estudio de la derivada desde el punto de
vista histérico, tanto en el campo matemdtico como en el econédmico.
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El propésito es el llenar el vacio histérico en los programas oficiales y
justificar una ensefianza contextualizada de la derivada.

Por tanto, esta reflexién se inicia con el concepto de derivada
y su evolucién histdrica, se fija especial atencién no sélo en las
diferentes notaciones utilizadas hasta nuestros tiempos, sino en algunas
interpretaciones de este concepto en un contexto general. Otro aspecto
que llama la atencién es lo que en la actualidad se denomina andlisis
marginal, en particular por las conexiones con el cilculo diferencial
en el contexto econémico. Si bien el objetivo del presente trabajo es
ofrecer sugerencias de ensenanza de la derivada a partir de problemas
propios de la economia, esta reflexion se inicia con dos ejemplos muy
cldsicos (oferta y demanda) que ilustran el tema objeto de discusidn;
conscientes de que los modelos econémicos suelen trabajar con curvas
mds complejas. Desde el punto de vista de la ensenanza parece relevante
establecer puentes entre el contexto matemdtico y el econémico como
un medio de dar significado a los conceptos matemdticos usados en
otros dmbitos del conocimiento, lo que permite acercar las matemdticas
a estudiantes poco entusiasmados, por lo general, con esta materia.

Dado que en este articulo se centra en la reflexién tedrica sobre
el papel que puede jugar la historia en la ensefianza de los conceptos
econdmicos, este aspecto metodoldgico ha quedado en un segundo
plano. Sin embargo, es necesario decir que desde el punto de vista
metodoldgico se ha tenido cuidado en la seleccidon de las fuentes de
informacién. Muchas de las interpretaciones son el resultado del trabajo
realizado en su momento con profesores, pero en esta ocasion con base
en los hechos que la historia proporciona.

2. El concepto de derivada y su evolucion historica

En los programas de cdlculo para carreras de economia y afines estd
contemplado ensenar el concepto de la derivada de una funcién, f
solamente desde el punto de vista de la interpretacion geométrica y de
la razén de cambio, aunque el profesor tenga la libertad de modificar e
innovar en el contenido de los mismos. Estas dos interpretaciones son

139
Economia, XXXVI, 31 (enero-junio, 2011)



Luis Garcia, Mar Moreno, Edelmira Badillo y Carmen Azcdrate

las mds cldsicas como se puedan leer en los libros de texto y sus causas
bien las expresan de Guzmdn y Rubio (1992).

La nocién de derivada surge al pretender determinar la inclinacién

de la tangente a una curva en un punto de ella, y al dar sentido

matemitico al concepto de velocidad instantinea. Las aproximaciones

a la resolucién de estos dos problemas tienen una formulacién

matemdtica comdn [...]. (Guzmdn y Rubio, 1992, p. 179).

De hecho, son los problemas de la fisica y de las matemdticas los que
dieron origen al concepto de derivada, motivo por el que tienen tanto
valor en los libros de cédlculo. Peralta (1995) sostiene que la derivada
se tiene que mostrar en conexién con los conceptos de velocidad y
recta tangente, ya que éstos fundamentan su origen. Asimismo, como
argumenta Grabiner (1983), un buen conocimiento de los aspectos
histéricos y epistemoldgicos de los conceptos matemdticos, no sélo aporta
conocimiento disciplinar, sino también diddctico y epistemoldgico,
pues contribuye al desarrollo profesional del profesor y puede ayudarle
a mejorar su practica docente.

De esta forma, sin pretender detallar el extenso desarrollo histérico
que ha tenido el cdlculo diferencial, se pretende destacar el interés
diddctico de la ensenanza del concepto a través de los problemas que
condujeron al desarrollo y evolucién del mismo. Se considera importante
percibir la idea de la aparicién del concepto, de su causa, y del aporte
dentro de las matemadticas y fuera de éstas (Peralta, 1995). Es por ello,
que es preferible ahorrarse los antecedentes y comenzar a hablar desde
Newton y Leibinz (finales del siglo XVII y comienzos del XVIII) como
los primeros en dar el gran paso al cdlculo infinitesimal (Babini, 1969;
Durédn, 2000; Kleiner, 2001), no sin antes destacar lo que Bourbaki
(1976, p. 15) dice respecto al cdlculo “se ha forjado casi exactamente
en el intervalo de un siglo, y casi tres siglos de desgaste permanente no
han conseguido agotar por completo este instrumento incomparable”;
aunque ya para este momento los tres siglos se han sobrepasado y se
continda trabajando sobre este concepto, ésta es una de las razones por
la que se considera que este trabajo tiene su importancia.

Aunque se parte de Newton y Leibinz, vale la pena mencionar que
ya Fermat habia dado algunos pasos hacia el célculo diferencial. En los
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afos inmediatos a 1630 desarrollé un método algebraico para encontrar
méximos y minimos, el cual comprobé en problemas sencillos de los
que se tenfa la solucién (Grabiner, 1983). Por otra parte, cuando Kleiner
(2001) se refiere al aporte que Newton y Leibinz hicieron al cdlculo,
resume en cuatro puntos el trabajo proporcionado por ellos.
Especificamente, ellos [Newton y Leibinz]
a. Inventaron los conceptos generales de derivada (‘luxién’, ‘diferen-
cial’) e integral. Una cosa es calcular dreas de figuras curvilineas y
volimenes de sélidos usando métodos apropiados, pero otra muy
distinta es reconocer que tales problemas pueden incluirse bajo un
s6lo concepto, a saber, la integral. Lo mismo se aplica a la distincién
entre hallar tangentes, méximos y minimos, y velocidades instantdneas
por una parte, y el concepto de deriva por otro.
b. Reconocieron la diferenciacién y la integracién como operaciones
inversas una de la otra. Aunque varios matemadticos antes de Newton
y Leibinz —Fermat, Roberval, Torricelli, Gregory, y especialmente
Barrow— observaron en problemas la relacién entre la tangente y el
drea en casos muy especificos, el reconocimiento claro y explicito,
en sus extensas generalidades, de lo que llamamos ahora el Teorema
Fundamental del Célculo, pertenece a Newton y Leibinz.
¢. Crearon una notacién y desarrollaron algoritmos para hacer del
célculo, un instrumento computacional poderoso.
d. Extendieron el rango de aplicabilidad de los métodos del cilculo.
Mientras en el pasado las técnicas del cdlculo fueron aplicadas funda-
mentalmente a polinomios, con frecuencia de grados pequefios, las
hicieron aplicable a “todas” las funciones, algebraicas y trascendentales
(Kleiner, 2001, p. 142, traduccién realizada por los autores).
No debe olvidarse que, ademads del desarrollo matemadtico propiamente,
que supone el mismo cdlculo diferencial, hubo un desarrollo paralelo
relacionado con la notacién, el lenguaje y la terminologfa. Lo que para
Newton era “fluxién”, para Leibinz era “diferencial”. En este sentido,
Newton escribié su Método de Fluxiones en 1671, aunque su publicacién
tuvo que esperar hasta 1736. En él consider6 una curva como un objeto
generado por el movimiento continuo de un punto, y la abscisa y la
ordenada del punto que genera la curva son, en general, cantidades
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cambiantes. Newton las llamé un fluente, y su razén de cambio es
llamada la fluxién de un fluente. La notacién implantada por Newton
para identificar la fluxién del fluente consistia en escribir un punto
sobre el simbolo que representaba el fluente; es decir, si un fluente es
representado por ¥, la fluxién de este fluente es representada por y . La
fluxién de y es representada por ' y asi sucesivamente (Eves, 1976).
Tanto Eves (1976) como Waussing y Arnold (1989) destacan
que Newton también introdujo otro concepto, el cual llamé momento
de un fluente y lo representd con o; esto es, la cantidad infinitamente
pequefia mediante la cual un fluente x se incrementa en un intervalo
infinitamente pequeno de tiempo o. De aqui se sigue que o es el
momento del tiempo, xo el momento del fluente y Xo el momento de la
fluxién, que aproximadamente se corresponde con la diferencial con la
que se trabaja en la actualidad (Wussing y Arnold, 1989) y que se ilustra
con el siguiente ejemplo:
Se considera la diferenciacién de x* — ax* + axy —)*, donde hay que
pensar en x e y como variables dependientes; la variable independiente
es el tiempo.
En Newton se lee:
Dada ahora una ecuacién cualquiera x* — ax* + axy —)* = 0, se
sustituye x por x+o e y por y+0; re sulta entonces
x* + 3xox” + 3x%00x + X°0°
—ax” —2axox — ax’0o
+ axy + axoy + ayox + axyoo
-y’ =3y0y> =35%00y —37°0° = 0
Por hipétesis ahora es:
x* —ax? + axy — y* = 0, que por consiguiente se anula. Se dividen por
o los términos que subsisten.
Quedan
3xx” +3x0x + X0
—2axx —ax’o
+ axy + ayx + axyo

-33° =35%y -7 = 0
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Pero como se habia supuesto que o es infinitamente pequefio y que
representa los momentos de las cantidades, los términos que estdn
multiplicados por 0 no serdn nada en comparacién con los restantes.
Por eso los desprecio y queda 3xx* — 2axx + axy + apx — 37 =0
(Wussing y Arnold, 1989, pp. 244-245).
Por su parte Leibinz, desde sus afos de estudiante, consideraba la idea
de una escritura abstracta de cardcter universal.
Esta es la idea motriz. Su aplicacién [...] permitié a Leibinz crear
en octubre de 1675 su propia Matemdtica Infinitesimal, una genial
fusién de profundo conocimiento y acertada eleccién de las notaciones
segtin el estilo de la simbologfa algebraica. Bajo la denominacién de
Calculus entré en la Historia de las Matemadticas (Wussing y Arnold,
1989, pp. 262-263).
Este mismo afio, 1675, Leibinz introdujo el simbolo | el cual procede
de la letra S, letra inicial de la palabra latina summa. También escribié
las diferenciales y derivadas tal como se conocen hoy en dfa, aunque
su primer articulo publicado sobre cdlculo diferencial no aparecié sino
hasta 1684
cuyo largo titulo Nova Methodus |...] significa: Un nuevo método
para mdximos y minimos y para tangentes que no cae en defecto para
valores fraccionarios e irracionales y que a este respecto constituye
un tipo de cdlculo sin precedentes. En este trabajo se encuentra por
primera vez el simbolo d [...]
Mds aun, se mencionan las condiciones dv=0 para los valores extremos
y ddv=0 para los puntos de inflexién de una funcién v. En realidad la
palabra funcién no fue utilizada por Leibinz hasta 1692. (Wussing y
Arnold, 1989, p. 266).
Si reflexiona sobre el cdlculo actual, también se puede anadir que
muchas de las reglas elementales de diferenciacién que los estudiantes
aprenden en cursos introductorios de cdlculo se deben a Leibinz (Eves,
1976). La regla para encontrar la n-ésima derivada del producto de
dos funciones todavia es referida como la regla de Leibinz. Ademds,
tuvo gran perspicacia y sensibilidad al crear un simbolismo adecuado
para el cdlculo, tanto es asi que su notacién y simbologia tuvo mayor
penetracién y aceptacién, ademds de ser indudablemente mds util y
manejable que la de Newton.
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Al amplio y extenso trabajo desarrollado por estos dos genios, les
sucedieron, en este mismo campo, matemdticos como Jacob y Johann
Bernoulli quienes contribuyeron a su desarrollo ya que ellos mantenfan
con Leibinz un intercambio de ideas sobre el tema; destacamos de Jacob
el andlisis de la cuadratura y la rectificacién de las espirales parabdlica y
logaritmica (Wussing y Arnold, 1989). De Johann Bernoulli destacamos
que, en su correspondencia con Leibinz, se preocupé por la notacién
en este tema. Johann Bernoulli publicé el primer tratado de cdlculo
diferencial e integral entre 1691 y 1692 en el que respondié la pregunta
cqué es exactamente un cociente diferencial? a la que respondié que es una
razon de infinitesimales (Grabiner, 1983).

Por su parte, el insigne Leonard Euler, a mediados del siglo XVIII,
introdujo la nocién de funcién y fue el primero en tratar el cdlculo
con funciones algebraicas. De esta manera dejé clara la diferencia entre
variables independiente y dependiente, pues hasta ese momento sélo
se trataba con curvas (ecuaciones), algo que hoy resultaria inaceptable
desde el punto de vista diddctico, ya que al hablar de cilculo diferencial
estd implicito el concepto de funcién. Euler también traté la derivada
de series de potencias y, haciendo uso de las series de Taylor, analizé la
naturaleza de los maximos y minimos (Grabiner, 1983); en esta linea
obtuvo un descubrimiento altamente notable:

la famosa férmula 1+%+3—12+4—12+~~:%2 [...]

Las raices de sen(x) son 0, A A2, A3, Estas son también las raices

del ‘polinomio infinito’ x—%+%—~~, el cual es un desarrollo en serie

de potencias de sen(x). Dividiendo por x, queda eliminada la rafz
x=0, y esto implica que las raices de 1—%+%—--~ son +m,+27,+£37,...

(Kleiner, 2001, p. 151). o
Otro matemdtico que aport6 grandes ideas al célculo fue Lagrange, quien
probé de una manera puramente algebraica, que cualquier funcién f{x)
puede desarrollarse en series de potencias, aunque ya Taylor habia llegado
al mismo resultado usando diferencias finitas y procesos de limite. Pero,
tal vez, la contribucién mds importante de Lagrange, que se puede hacer
notar en este contexto, es la referente a la notacidén funcional de derivada
en contraposicién con las notaciones de fluxién y diferencial. A partir de
este momento, se prefirié ver al cdlculo como una actividad matemadtica
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en la cual estdn involucradas las funciones y sus derivadas, dejando de
verse como el cdlculo de fluxiones y de diferenciales. Ademis, se podria
decir que fue el primero en llegar al resultado de que la derivada de una
funcién es también una funcién (Kleiner, 2001), en usar el término
funcion derivada, que fue el origen de la expresion derivada usada
actualmente, y en ser el primero en introducir la notacién f7(x) para
la primera derivada, /”(x) para la segunda derivada y asi sucesivamente
(Grabiner, 1983).
Al igual que Euler,
Lagrange establecié y pensé que habia probado, que cualquier funcién
tiene su desarrollo en series de potencias:
fx+h) = fx) + p(h+qgeh® + r(xh’* +--- (1)
excepto, posiblemente, para un nimero finito de valores aislados de
x. Entonces definid una nueva funcién, el coeficiente del término
lineal en 4 el cual es p(x) en el desarrollo mostrado en (1) y la llamé
primera funcion derivada de f(x). (Grabiner, 1983, p. 203, traduccién
realizada por los autores).
Finalmente se hace referencia a los aportes que realizaron matemdticos
como Cauchy o el propio Weierstrass y se destaca el rigor que ellos les
dieron a las matemdticas, aunque vale la pena aclarar que fueron muchos
los matemadticos que aportaron de una u otra manera al desarrollo del
célculo.
El Célculo Infinitesimal [...] habia sido hasta comienzo del siglo
XIX definido de una manera poco rigurosa, basado Gnicamente
en nociones intuitivamente aprehendidas, a partir de las cuales
se originaban algunas ambigiiedades e inconvenientes, e incluso
contradicciones. Numerosos matemadticos percibian estas dificultades
y algunos de ellos se esforzaron por superarlas [...]
A diferencia de sus predecesores, Cauchy intenté presentar una
interpretacién coherente de los fundamentos del Calculo Infinitesimal
(Wussing y Arnold, 1989, p. 418).
Ademis de los aportes que Cauchy dio al cdlculo, se resalta que a éste le
gustaba ensenar y tenfa mucha mds inclinacién por esta actividad que
Gauss, quien por su parte sentia un gran desprecio por ésta. Por su parte,
Cauchy siguié una tradicién de /’Ecole Polytechnique en la que todo
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matemadtico, aun el mds brillante, no estaba exento de escribir libros de
texto de todos los niveles. A través de tres publicaciones, Cauchy dio la
forma que en la actualidad presenta el cdlculo diferencial (Boyer, 1986),
ademds de valerse de su posicién dentro de /’Ecole Polytechnique para la
difusién de su obra (Wussing y Arnold, 1989).

Segiin mantienen Grabiner (1983) y Boyer (1986), Cauchy precis6
algunas fallas en la definicién de derivada de Lagrange, basada en el
desarrollo de una funcién en serie de potencias, por lo que la rechazd y dio
una definicién basada en el concepto de limite con un enfoque aritmético
(para la época de Cauchy, el cdlculo ain se sostenia en fundamentos
geométricos e intuitivos), el cual le dio rigor al concepto de derivada. No
obstante, Cauchy tomé de Lagrange el nombre de derivada y la notacién
f(x), y resalté la naturaleza funcional de la derivada. Después de Cauchy
el célculo tomé otro rumbo y fue visto de una manera distinta, puesto
que fue Cuchy quien introdujo la definicién ¢ — J de limite, hecho que
resultd significativamente cualitativo para las matemdticas.

A todo esto hay que anadir que Cauchy no pudo solventar algunos
problemas producidos por su trabajo. Aunque él, con la introduccién
del limite, dio rigor al concepto de derivada, éste tuvo algunas fallas
de las cuales no se percaté inmediatamente; asi por ejemplo, “Dado &,
elegia un 0 que, él creia que le servia para cualquier x.” No obstante y
al mismo tiempo que otros matemadticos entre los que se encontraba
Weierstrass, esas fallas le permitieron dar un gran paso, al distinguir
entre convergencia y convergencia uniforme (Grabiner, 1983).

Finalmente, se concluye esta seccién con los aportes de Weierstrass
al cdlculo ya que tal como se conoce hoy en dia éste se debe al fundamento
y rigor que terminé por darle Weierstrass. Frente a la definicién de
derivada que dio Cauchy, en términos ¢ — J, Weierstrass dio un trata-
miento mucho mds riguroso y sistemdtico al cdlculo. Aunque se mantuvo
alejado de publicar sus resultados en este sentido, fueron sus alumnos
quienes tuvieron el detalle de hacerlo. Es por ello que la definicién, ¢ — 6, de
derivada que se maneja en la actualidad no se puede citar de sus trabajos,
pero es bien conocido que se debe a él (Grabiner, 1983).

En resumen, se muestra el desarrollo histérico del concepto de la
derivada y su importancia en la ensenanza.
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Newton y Leibinz lo descubrieron; Taylor, Euler, Maclaurin lo desa-

rrollaron; Lagrange le dio nombre y lo caracterizd; y solamente al final

de este largo periodo de desarrollo Cauchy y Weierstrass lo definieron

(Grabiner, 1983, p. 205, traduccién realizada por los autores).

Este trabajo estd de acuerdo con la autora antes citada cuando agrega
que, para quien ensefia matemdticas, es importante conocer el desarrollo
histérico, ya que ayuda al profesor en su ensefianza. De alguna manera se
pone de manifiesto que para llegar hasta una herramienta tan poderosa
como es la derivada, hizo falta creatividad, asi como seguir una estructura
légica y una deduccién acertada. Es necesario destacar ademds que,
desafortunadamente, una vez conocida la exposicién clésica, se suele
dejar a un lado la importancia del desarrollo y evolucién histérica del
concepto.

Generalmente, en los cursos de cdlculo infinitesimal para
estudiantes de ingenierfa o de ciencias se explota y se habla sobre algo
de historia porque las interpretaciones o caracterizaciones de la derivada
que sugieren los programas oficiales contemplan la ensefianza de la
derivada como razén de cambio de Newton (velocidad instantdnea) y la
interpretacién geométrica de Leibinz (pendiente de la recta tangente a
la curva); pero en los cursos de cdlculo infinitesimal para estudiantes de
ciencias econémicas o empresariales se pueden aprovechar los enfoques
de Leibinz y Newton para relacionarlos con el estudio analitico de
funciones, de tal forma que al modelar situaciones econdmicas, sea la
derivada la herramienta clave para tal fin. Con el enfoque de Leibinz,
la pendiente 7 de la recta tangente a la curva en un punto es una
informacién econémica valiosa y precisa, 7<0 para el caso de la demanda
y m>0 para la oferta, entre otros, y con el enfoque de Newton se llega al
andlisis econémico marginal.

No obstante, para introducir el desarrollo histérico del andlisis
marginal (aplicacién de la derivada en la economia), se consideran
las interpretaciones y notaciones que suelen usarse en esta drea de las
matematicas.
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3. Interpretaciones y notaciones

Generalmente, las dos interpretaciones que se utilizan para introducir el
concepto de derivada son las de interpretacién geométrica o pendiente
de una recta tangente a una curva en un punto (Leibinz) y la de razén
de cambio asociada a la velocidad instantinea de un mévil (Newton);
pero a medida que se avanza en el curso de célculo se llega a otras
interpretaciones que se le pueden dar a la derivada, segin sea el caso o
la necesidad que desde el punto de vista diddctico o profesional se desee
explotar. En esta seccién se hace referencia a estas dos interpretaciones y,
en la siguiente, se reserva a interpretaciones econdmicas de la derivada.

Por una parte, la interpretacién geométrica se refiere a la pendiente
de la recta tangente a la curva (funcién), £, en un punto del dominio de
f; que simbdlicamente se denota por f”. Segin Haeussler y Paul (1997),
la derivada de fen x, € Dom, se define como:

S(xy +h)— f(x,)
h

Sf'(x) =lim,_, , donde x, € Dom,
Se dice que fes derivable en x,, siempre que el limite sea finito. De manera
equivalente, se puede definir la derivada en términos de la variable x:

f(x)_f(xo),

S'(xy)=1lim_,_ donde x, € Dom;,

©x—Xx,
A las definiciones anteriores, se puede agregar que f{x,) mide la
inclinacién de la recta tangente a la curva fen el punto (x,, /'(x,)) y la

Ccuacién d.C esta recta es
y=1(x) = f"(x)(x—x,)

Mis atin, se dice que una funcién fes derivable en un conjunto A ¢ Dom,,
si fes derivable en cada uno de los puntos de A y se dice que fes derivable
si lo es en cada uno de los puntos de Dom, (Dubinsky ez al., 1995).

Por otra parte, la derivada, vista como razén de cambio, suele estar
asociada a la velocidad instantdnea de una particula. Es decir, si se interpreta
f como el desplazamiento de una particula f{x) en funcién del tiempo x,
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entonces la razén de cambio de fen x, mide velocidades medias en el
intervalo [x, x,], y su limite es la velocidad instantdnea en el instante x,.
En este sentido, Arya y Lardner (1987) llegan a la raz6n de cambio
de la siguiente manera:
La tasa de cambio promedio de una funcién f'sobre un intervalo de

, A .
xax + A, se define por la razén Av‘ . Por tanto, la tasa de cambio

promedio de y con respecto a x es:

i - Sx+A) =) (Arya y Lardner, 1987, p. 437).

A A

X X

Ahora bien, de la expresién anterior se sigue la definicién de funcién
derivada de una funcién £, y se define como:

A
) M , . )
/'(x) = lim A0 , siempre que el limite exista.
AX
Finalmente, se debe sefialar que ademds de la notacién f'(x), para la
derivada de frespecto a x, que se ha venido utilizando en este apartado,
existen otras como:

dy d df d
_’ _y3 _9 —
dx dx~ dx dx
Ademds de las interpretaciones de la derivada expuestas arriba, existen
muchas otras en diversos campos de las ciencias; tal es el caso de la biologia
y cuya utilidad se puede ver reflejada en el estudio del crecimiento de la
poblacién de un determinado ecosistema o como se ilustra en Cardis
(1972, p. 45), para estudiar tanto “la velocidad maxima del flujo de aire
en el sistema respiratorio al toser, como la respuesta del organismo en

funcién de la dosis de una droga”. Por otra parte, en la fisica, ademds
de la velocidad instantdnea se pueden conseguir interpretaciones como:

S, (Aryay Lardner, 1987, p. 454)

Amplificacion de una proyeccion entre rectas. La amplificacion en x de
una lente que proyecta el punto x de un recta sobre el punto f{x) de
otra recta es la derivada de fen x.

Densidad de un material. La densidad en x de un material distribuido a
lo largo de una recta de forma tal que los x centimetros de la izquierda
tengan una masa de f{x) gramos es igual a la derivada de fen x (Stein,
1982, p. 129).
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Pero volviendo al tema de discusién, son diversas las interpretaciones o
caracterizaciones de la derivada en las ciencias econémicas y en cada una
de sus dreas. Una de las razones de por qué la derivada es una herramienta
clave y con multiples aplicaciones e interpretaciones se puede apreciar
en Lial y Hungerford (2000):
Una de las principales aplicaciones del cdlculo es determinar cémo
una variable cambia en relacién con otra. Un hombre de negocios
quiere saber cémo cambian las ganancias con respecto a la publicidad
(Lial y Hungerford, 2000, p. 402).
En este sentido, se pueden mencionar algunas interpretaciones de la
derivada en las ciencias econdémicas como por ejemplo costo marginal,
ingreso marginal, utilidad marginal, productividad marginal y tasa de
impuesto marginal, entre otras (Arya y Lardner 1987), y de esta manera
enfatizar, desde el punto de vista did4ctico, la importancia histérica que
tiene el concepto de la derivada tanto en las matemadticas en si mismas
como en las ciencias econdmicas. Se resalta el uso de la historia para la
ensefianza de las matemdticas (en general) que hace Katz (2001), en el
que destaca que la historia es Gtil en cuatro aspectos: por lo anecddtica, por
su amplio perfil, por el contenido 'y por el desarrollo de ideas matemdticas, a
los que se agregaria e/ desarrollo de ideas econdmicas.

4. Analisis marginal

El andlisis marginal es el nombre técnico con el que se conoce al célculo
diferencial dentro de las ciencias econdmicas. El desarrollo histérico de
la economia matemadtica se puede dividir en tres periodos: marginalista
(1838-1947), el de los modelos lineales y la teoria de conjuntos (1948-
1960) y el de integracion (1961 hasta nuestros dias) (Arrow e Intriligator,
1981). Por el tema que nos concierne en este trabajo, nos centraremos
en el primer periodo. Los afios a los que se hace alusién no son mds que
una referencia sobre el proceso de origen y consolidacién ya que todavia
sigue en desarrollo la implantacién del cdlculo diferencial e integral en
la economia.
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En el mundo de los negocios y en las ciencias econdmicas se llama
andlisis marginalala utilizacién de la derivada o la diferencial para estimar
el cambio que experimenta una funcién que modele una situacién
relacionada con la economia (ingreso, costo, utilidad, produccién,
etc.) al incrementar en una unidad la variable independiente (Lial y
Hungerford, 2000; Salas ez al., 1999). Profundizando un poco mds en
conceptos econémicos en los que la derivada estd presente, se aprecia lo
importante que resulta para un profesional de las ciencias econémicas
tanto la derivada como las mdltiples aplicaciones de ésta. Ademds de
las funciones marginales de ingreso, costo, utilidad o produccién, estin
otras como la elasticidad de la demanda, la propensién al ahorro o al
consumo en las que la derivada sirve de pieza fundamental para su
andlisis.

El término marginal obedece a que los economistas neocldsicos
del periodo marginalista (1838-1947) (Arrow e Intriligator, 1981),
entre los que se destacan Cournot, Jevons, Marshall, Menger, Pareto
y Walras, entre otros, vieron dificultades e insuficiencia en los modelos
puramente cualitativos a la hora de resolver algunos problemas de la
teorfa econémica que comenzaban a plantearse para el momento. Ellos
le dieron a la economia un enfoque esencialmente matemdtico basado
en la ley de utilidad marginal decreciente ya que la formacién de algunos
de ellos no era tinicamente econdémica sino que se formaron y trabajaron
en un ambiente multidisciplinario donde las matemadticas y la fisica
estaban presentes. En este sentido, focalizaron sus aportaciones en el
concepto de marginalidad o ultima unidad; es decir, realizaron estudios
de cémo una variable modifica sus valores en el margen o entorno, ante
aumentos infinitesimales de otra variable.

Los mismos Arrow e Intriligator (1981) se refieren a este periodo
como el primero de la economia matemdtica en el que las ciencias
econémicas tomaron prestadas metodologias de las ciencias fisicas
vinculadas a las matemadticas para desarrollar una teoria formal basada,
en buena parte, en el cdlculo. Ahora bien, estas herramientas no se podian
usar de manera arbitraria puesto que a los economistas les interesaba
estudiar la unidad adicional de una situacién econémica como el coste,
el beneficio, el ingreso, entre otros, con lo cual el cdlculo infinitesimal
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no era la mejor herramienta puesto que fallaba la continuidad de la
funcién a estudiar. Ello les condujo a considerar la funcién objeto de
estudio como una funcién continua.

Chiang y Wainwright (2006) sostienen que la economia
matemdtica no es otra rama especifica de la economia como los son
las finanzas publicas o el comercio internacional. Por el contrario, la
definen como un “método utilizado en el andlisis econémico, en el cual
el economista emplea simbolos matemdticos para enunciar los problemas
y se basa en teoremas matemdticos para auxiliarse en el razonamiento”
(Chiang y Wainwright, 2000, p. 2).

Originalmente, los economistas definieron el coste marginal a un

nivel de produccién x como C(x+1)-C(x), que es el coste de producir

una unidad adicional de un producto. Como
Cx+1)-C(x) .. Clx+h)-C(x)
I E—— lim, ,, -

se deduce que el coste marginal C'(x) al nivel de produccién x es

aproximadamente el coste de producir la unidad (x+7). (Salas ez al.,

1999, p. 151).

La herramienta matemdtica bdsica fue el cdlculo; en particular, el uso
de las derivadas totales y parciales y los multiplicadores de Lagrange
para caracterizar miximos. Vale la pena destacar que, en este periodo,
se desarrollaron los fundamentos matemdticos que sirvieron para que
progresaran las teorias modernas del consumidor, del productor, de
los mercados y del equilibrio general. En esta etapa de desarrollo de
la economia matemdtica destacaron economistas como Walras, Jevons,
Marshall, Pareto, Ramsey, Hicks y Samuelson, entre otros.

Afindeobservarlasolidez e importancia que tienen las matemdticas
en la economia, es necesario referirse en una pregunta que aparece en
Archibald y Lipsey (1967): ;Qué es una aproximacion matemdtica a la
economia y por qué ésta debe ser estudiada? En la respuesta que los autores
dan, hablan de siete puntos o aspectos en los que estdn presentes las
matemdticas en la economia; sin embargo, con el fin de mantener la
atencién sobre el tema, la derivada, se extrae lo siguiente:

(v) ‘Maximizacién de la utilidad’: esta suposicion y toda la parafernalia

Cx+1)-C(x) = =C'(x) >

asociada de costo marginal, ingreso marginal, etc., es obviamente
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una aplicacién de la nocién matemdtica de maximizacién, indepen-

dientemente de la manera cémo se haga, en palabras, en diagramas o

algebraicamente.

(vi) ‘Conceptos marginales’. Todos los conceptos marginales tales

como costo marginal, ingreso, utilidad, producto, propensién al

consumo, ahorro, importacién, etc., son de hecho primeras derivadas

de las funciones respectivas bajo el mismo nombre, pero sin el término

marginal (Archibald y Lipsey, 1967, p. 3, traduccién realizada por los

autores).
Estos dos puntos como los otros de la lista dejan claro el fuerte vinculo
entre la economia y las matemadticas; de alli, una de las razones que
permite que algunas situaciones, por no decir todas, que pueden ser
representadas adecuadamente por modelos matemadticos. Con el fin de
continuar hablando del andlisis marginal, es oportuno reservar unas
lineas al tema de funciones dentro de la economia y asi justificar la
expresién “adecuadamente” usada arriba.

Cuando el profesor de matemadticas ensena clculo con aplicaciones
a la economia, manipulard funciones con restricciones muy propias
de la economia, tomando en cuenta que se manejardn cantidades
relacionadas como precios, sueldos, tiempo, empleados y cantidades de
un determinado bien, entre otras. Asi por ejemplo, el dominio de una
funcién estard, en la mayoria de los casos, necesariamente restringido o
acotado, ademds de no ser continuo sino discreto. Como una muestra de
lo antes dicho, se estudia el dominio de una funcién de costos tomada
de Haeussler y Paul (1997).

Para un fabricante la funcién de costos total es

Clq) = 0,024 + 10,4,

donde ¢ representa tanto el nimero de unidades producidas como el

de unidades vendidas (Haeussler y Paul, 1997, p. 171).
Si una persona tiene que estudiar el dominio de esta funcién y no se
le advierte que representa el costo de fabricar un determinado bien, la
respuesta serd Dom, = R, pero en caso de que se le haga tal advertencia,
su respuesta se restringird a Dom, = R* = [0,+]; pues hablar de una
cantidad negativa de unidades producidas no tiene sentido en economia
y se generarfa una inconsistencia; no obstante, hay otra restriccién
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de igual importancia y ésta tiene que ver con la cantidad méxima (o
minima) de bienes o productos que se pueden fabricar, supongamos K.
Asi, el dominio es realmente Dom_ = R* = [0,K].

El profesor también debe hacer un breve paréntesis y explicar que,
dado que se estd trabajando con una funcién de costos y g representa
las unidades producidas y vendidas por el fabricante, el dominio de la
funcién es un subconjunto de niimeros racionales del intervalo [0, K];
pero por razones de tipo diddcticas y epistemoldgicas se debe extender
el dominio a todos los nimeros reales del intervalo [0, K] ya que de lo
contrario la funcién no serfa continua y, en consecuencia, tampoco serfa
derivable.

De igual manera, se tratardn dos ejemplos mds; éstos son la funcion
demanda y |a funcion oferta en su forma mds sencilla desde los puntos de
vista econémico y diddctico; es decir, la lineal. La importancia viene dada
por la informacién que éstas proporcionan, si son vistas como simples
rectas en el plano y se aprecia que las pendientes de estas rectas tienen un
comportamiento muy particular y una interpretacién econémica clave,
que posteriormente se pueden relacionar con la derivada de funciones
mds complejas que modelen de igual forma una demanda o una oferta.

Todo ello avala el interés diddctico que tiene el andlisis marginal y
laimportancia de mostrar algunas consideraciones de orden matemadtico-
econémico que los programas oficiales, en algunos casos, no consideran
dentro de sus contenidos. El hecho de no considerar estos detalles
relacionados con la economia, por muy obvios que parezcan, podria ir
en detrimento de la formacién del estudiante.

4.1. La demanda

Cuando se habla de demanda, se hace referencia no sélo a la cantidad
de bienes o servicios que un consumidor o grupo de consumidores estd
dispuesto a comprar en un determinado mercado de una economia a un
precio especifico, sino también a la posibilidad presupuestaria de hacerlo.
La demanda que un consumidor en general tiene de un determinado
bien o servicio puede estar influenciada por un gran niimero de factores
que determinardn la cantidad de bienes solicitados o demandados o,
incluso, si éstos tiene demanda o no (Bort, 1997).
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Algunos de estos factores son las preferencias del consumidor, sus
habitos, la informacién que éste tiene del producto o servicio por el
cual se muestra interesado, el tipo de bien en consideracién y el poder
de compra. Es decir, la capacidad econémica del consumidor para
pagar por el producto o servicio, la utilidad o bienestar que el bien o
servicio le produzca, el precio, la existencia de un bien complementario
o sustitutivo, entre otros. Es importante aclarar que estos factores no son
estdticos, pues pueden cambiar a través del tiempo o en un momento
determinado (Blanco y Aznar, 2004; Bort, 1997).

En el andlisis econémico se tiende a simplificar este panorama
manteniendo en niveles constantes todos los factores con excepcién
del precio; de esta forma, se establece una relacién entre el precio y la
cantidad demandada de un producto o servicio. Esta relacién se conoce
como la funcién o curva de demanda.

Considérese el siguiente ejemplo en el que se muestra una funcién
de demanda del tipo lineal, en una economia hipotética y en el que la
ley de la demanda' se cumple. Supdngase que para un precio de $12

Figura 1. Demanda Lineal
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se demandan 50 unidades de un bien x y que para un precio de $2 se
demandan 65 unidades del mismo bien x. Suponiendo, como se dijo
antes, que la demanda es lineal y representando tal situacién en el plano
(g=cantidad, p=precio), se tiene que la funcién de demanda3es la recta
que pasa por los puntos (50,12) y (65,2); es decir, D(p) == 5 p+68 y
que se ilustra en la figura 1.

De esta funcién se deben dejar algunas cosas claras desde el punto
de vista didactico como por ejemplo el dominio Dom, = [0; 68], ya que,
como se dijo anteriormente, de acuerdo con un estudio realizado por el
productor, el precio no debe ser inferior a p=$1,5, mientras que para un
precio p>68 $, se demandaria una cantidad negativa de bienes.

Por otra parte, si se ve esta funcién como la ecuacién de una
recta, la pendiente es m = -3/2 < 0 y ésta es una caracteristica de las
funciones de demanda en el caso lineal (Weber, 1982). Sin embargo,
si la funcién objeto de estudio es no lineal, es precisamente aqui donde
es imprescindible el uso de la derivada en el andlisis marginal, ya que
la interpretacién geométrica de la derivada en un punto de su dominio
permite identificar de manera local si realmente se estd frente a una
funcién de demanda (pendiente negativa). Si este proceso se repite
para cada uno de los puntos del dominio entonces es posible llegar a
un resultado global. Es decir, el andlisis de esta pendiente determinard
cémo y cudnto aumenta o disminuye la cantidad demandada ante una
disminucién o un aumento de precio.

Observacion 1: Es conveniente aclarar que no todas las funciones de
demanda, necesariamente, presentan una pendiente negativa. Tal es el
caso de los bienes Giffen, los cuales satisfacen que si el precio de un bien
aumenta, la cantidad demandada por éste también aumenta (Nicholson,
1997). Sin embargo, por ser un caso poco usual por las caracteristicas
del bien, tal como lo refleja el autor antes citado, no se profundizari en
este tema, pues no es la esencia del presente trabajo.

Observacion 2: Como punto de informacién adicional conviene aclarar
que aun cuando existen funciones /ineales de demanda, estos son casos
muy particulares como el modelo de mercado monopolistico (para mds
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informacién ver pdgs. 397-399 de Nicholson, 2004) y estas funciones
son tratadas en los libros de texto, principalmente, por su valor diddctico
tanto a nivel introductorio como intermedio en el campo de la economifa.
No obstante, las funciones de demanda son homogéneas de grado cero?
y continuas (Nicholson, 2004), por lo tanto la homogeneidad implica
que no pueden ser funciones lineales. Mds atin, la homogeneidad en
cuanto a la teorfa de demanda del consumidor significa que la restriccién
del presupuesto de los consumidores no varia si se multiplican todos los
precios y el ingreso por una constante positiva. Esto significa que la
funcién de demanda del consumidor es homogénea de grado cero en
precios e ingreso. Sin embargo, no se profundizard mds en esta materia
ya que no es el tema de este trabajo.

4.2. La oferta

Cuando se habla de oferta se hace referencia a la cantidad de bienes,
productos o servicios que se ofrecen en un mercado competitivo
bajo unas determinadas condiciones. El precio es una de las variables
fundamentales que determina las cantidades ofrecidas de un determinado
bien en el mercado vy, al igual que la demanda, se pueden considerar
constantes el resto de las variables (Blanco y Aznar, 2004).

Considérese ahora un ejemplo en el que se muestra una funcién
de oferta del tipo lineal, en una economia hipotética. Si el precio del
bien es alto, el productor tendrd incentivos a ofrecer una mayor cantidad
del bien al mercado, pero si el precio baja, el productor disminuird la
cantidad ofrecida o se dedicard a la fabricacién de otros bienes. En este
sentido, supéngase que para un precio de $9 se ofrezcan 5 unidades
de un bien x y que para un precio de $20 se ofrezcan 60 unidades del
mismo bien, tomando en cuenta que el productor, lo mdximo que puede
fabricar es 75 unidades. Suponiendo, como ya se dijo, que la oferta es
lineal y representando tal situacién en el plano (g=cantidad, p=precio),
se tiene que la funcién de oferta es la recta que pasa por los puntos (5,9)
y (60,20); es decir, O(p) = 5p — 40, la cual se muestra en la figura 2.

Al igual que en la demanda, es fundamental aclarar que en el
dominio Dom, = [8,23] ya que no tiene sentido hablar de un precio
2 < 8, puesto que esto significarfa una oferta negativa de bienes vy, por
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30 T

Figura 2. Oferta Lineal

otro lado, si el precio fuera p > 23, la cantidad de bienes ofertados seria
superior a /5, lo que serfa una contradiccién en relacién con lo que el
productor advierte sobre el tope de su produccién. Por otra parte, si se
considera esta funcién como la ecuacién de una recta, la pendiente es m
= 5 > 0y ésta es una caracteristica de las funciones de oferta en el caso
lineal (Weber, 1982). No obstante, en el caso de la oferta, si la funcién
a estudiar es no lineal, la derivada también cobra importancia en el
andlisis marginal. En este caso, la derivada en cada punto del dominio es
positiva; ademds, esta pendiente determina c6émo aumenta o disminuye
la cantidad ofrecida ante una disminucién o aumento del precio del
producto o bien.

4.3. Introduccion del concepto de derivada a través de un ejemplo no
matematico

En libros de texto como Aryay Lardner (1987), Costa (1989), Haeussler
y Paul (1997), Lial y Hungerford (2000), Whipkey ez al. (1987) y

Wonnacott (1983) antes de introducir el concepto de derivada, ellos
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mencionan algunos ejemplos no matemadticos donde es atil la derivada
en el campo de la economia, pero terminan ddndole un enfoque
tradicional a la introduccién del concepto en si, salvo el tltimo autor
citado quien llega al concepto directamente con un ejemplo de impuesto
marginal para posteriormente hablar de la derivada propiamente. Aun
asi, estos autores no destacan el desarrollo histérico del concepto (ni en
matemadticas ni en economia) como estrategia didactica.

Como se menciond previamente, en el cdlculo existen situaciones
propias del andlisis marginal que deben ser aclaradas de abordar el
concepto de derivada. Aunque algunos profesores de matemdticas
se inclinen por tratar de aprovechar algunos conceptos propios de las
carreras vinculadas a este trabajo, lo que se presenta a continuacién es
una manera “no cldsica” de introducir este concepto.

Como es sabido, con el célculo diferencial se pretende estudiar,
entre otras cosas, y en palabras llanas, procesos de cambios, variaciones
relativas de unas variables respecto a otras, etc.; y ademds con qué rapidez
ocurren estos cambios o variaciones; a todo esto no escapa el andlisis
econémico (Costa, 1989; Whipkey ez al., 1987). A continuacién, y a
partir de un hecho econémico, se examinard el concepto de la derivada
desde el punto de vista de la razén de cambio, ademds de su interpretacién
en una situacion econémica:

Suponga que el fabricante de cierto bien descubre que a fin de producir

x de estos bienes a la semana, el costo total en dédlares estd dado por

C(x) =200 + 0,03x% Por ejemplo, si se producen /00 unidades a la

semana, el costo estd dado por C(100) = 200 + 0,03(/00)*= 500. El

costo promedio por unidad al producir 700 unidades es % =35

(Arya y Lardner, 1987, p. 466).

Ademds del estudio planteado por los autores donde se calcula el costo
de producir /00 articulos a la semana y el costo promedio de los 100
articulos, se puede plantear la siguiente pregunta: ;cuesta lo mismo
producir el articulo 99 que el articulo /00?, o de manera general, ;cudnto
cuesta producir cada unidad de x mds alld de 700 unidades?

Esta tltima pregunta se ve respondida de la siguiente manera:

Si el fabricante considera cambiar la tasa de produccién de 100 a 100
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+ A, unidades por semana, en donde A, representa el incremento en
la produccién semanal, el costo es
C+A, = 200+0,03(100+A,)

= 200+ 0,03(10.000 + 200A, + (A,)*)

= 500+ 6A, + 0,03(A,)?

Por consiguiente, el costo extra determinado por la produccién de x
mis alld de 700 unidades adicionales es

Ac =(C+tAY-C
= 500+ 6A, + 0,03(A,)— 500
= 6A,+ 0,03(A,)
En consecuencia, el costo promedio de las unidades extras es
Ao _
A 6+ 0,03A,

Por ejemplo, si la produccién crece de 100 a 150 unidades por semana
(de modo que A, = 50), se sigue que el costo promedio de las 50
unidades adicionales es igual a 6 + 0,03(50) = $ 7,50 por cada uno
(Arya y Lardner, 1987, pp. 466-467).

Después del desarrollo del ejemplo anterior, los autores utilizan éste para
dar una de las tantas interpretaciones de la derivada en la economia

¢

partiendo de la expresién 1. Por otra parte, ellos utilizan una especie
de analogfa que muchos autores acostumbran a hacer con la velocidad
promedio y la velocidad instantdnea. Es decir, consideran la velocidad
instantdnea como la velocidad promedio en un intervalo infinitamente
pequeno.

160

Definimos el costo marginal como el valor limite del costo promedio
por unidades extra cuando este nimero de unidades extra tiende
a cero. Asi, podemos pensar en el costo marginal como el costo
promedio por unidades extra cuando se efectda un cambio muy
pequefio en la cantidad producida. En el ejemplo anterior,

Costo Marginal = limy %: limy _,,6+0,03A=6
X
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En el caso de una funcién de costos general C(x) que represente el
costo de producir una cantidad x de cierto articulo, el costo marginal
se define en forma similar por
Clx+Ay) — Cx)

Ay
Es claro que el costo marginal no es otra cosa que la derivada de la

A
Costo Marginal =lim, _ A—c =lim, _,
X X X

funcién de costos con respecto a la cantidad producida.
Costo Marginal = ac.
dx

El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con

respecto al incremento de la cantidad producida (Arya y Lardner,

1987, p. 467).
Otra manera de introducir el concepto de la derivada a través de un
ejemplo relacionado con la economia consiste en partir de la funcién
de ingreso; al mismo tiempo, también se conocerd otra interpretacién
de la derivada. En otras palabras, supdngase que una empresa obtiene
unos ingresos por la venta de los bienes que ésta produce. Este ingreso
estd modelado por la funcién R(x) y representa el ingreso’ en una
determinada unidad monetaria (#m) por la venta de x bienes.

definimos el ingreso marginal como la derivada R'(x).

Ingreso Marginal = R'(x) =lim, _, %

X

Si el nimero de articulos vendidos se incrementa de x a x+ A,
entonces existe un incremento correspondiente en el ingreso dado
por
Ag = Nuevo Ingreso - Ingreso Original = R(x + A,) — R(x) (Arya y
Lardner, 1987, p. 469).

En este caso, los autores parten de la misma idea que utilizaron para

introducir el costo marginal, en la cual caracterizan la razén de cambio.
Elincremento promedio en el ingreso por unidades adicional vendidas
se obtiene dividiendo Ay entre el nimero de unidades adicionales, lo
que da ivf. El valor limite de este promedio cuando A, — 0 da el
ingreso marginal. Asi pues, el ingreso marginal representa las entradas
adicionales de una empresa por articulo adicional vendido cuando
ocurre un incremento muy pequefio en el nimero de articulos
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vendidos. Esto es, la tasa con la que crece el ingreso con respecto al

incremento del volumen de ventas (Arya y Lardner, 1987, pp. 469-

470).

Es importante resaltar la complejidad semidtica asociada a las anteriores
definiciones referenciadas. Obsérvese que en los libros de texto citados
del campo de la economia usan tanto la notacién incremental como la
notacidn diferencial para definir el costo marginal y el ingreso marginal
que pone las bases de un conflicto semidtico causado por la introduccién
implicita de la tasa instantdnea como funcién en la definicién del
costo marginal de una cantidad producida (derivada en un punto). Es
decir, ciertos usos de la notacién incremental implican definir la tasa
instantdnea de variacién sin haber introducido antes la tasa instantdnea
como funcién (derivada), o sin hacer las aclaraciones concernientes de
las diferencias entre la derivada en un punto y la funcién derivada.

Si bien es cierto que no es objeto de este trabajo profundizar en
esta problemdtica semidtica, se considera conveniente llamar la atencién
sobre la importancia que este conflicto semiético potencial puede tener
en la comprensién y diferenciacién de los objetos de derivada en un
punto y funcién derivada, llegando incluso a convertirse en un obsticulo
cognitivo importante para el aprendizaje de los alumnos de los mismos
(Contreras et al., 2005; Badillo, Font y Azcdrate, 2005).

En resumen, se desea resaltar la importancia de introducir el
concepto de la derivada mostrado anteriormente. En primer lugar, se
destaca el hecho de que no estd contemplado en algunos de los programas
de asignaturas que se han analizado. Por tanto, se resalta la posibilidad
de ensenar el concepto a través de ejemplos no matemdticos, de acuerdo
con una apuesta por la ensenanza de las matemdticas mds proxima a
temas afines a la carrera que se estudia y, mds especificamente, con el
futuro campo laboral.

Por otra parte, surge también la propuesta de establecer un
paralelismo entre la introduccién del concepto en si a través de una
situacién puramente matemdtica y el hecho de presentarlo por medio
de un ejemplo no matemdtico, ddndole al estudiante un amplio sentido
al significado de la derivada. Con este puente de interconexién entre la
parte matemdtica y la parte econémica, mds que imponer esta manera
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de ensefar el concepto de la derivada, lo que se ofrece es una alternativa
a los profesores de manera que el estudiante conozca y aprenda otra
manera, distinta a la tradicional, de llegar al concepto propiamente.

Ademds, a la hora de profundizar en el conocimiento matemadtico
de la derivada, el hecho de que los estudiantes tengan un conocimiento
previo del uso de la derivada en economia puede favorecer su aprendizaje,
cambiar actitudes, etc. En este sentido se apela a una investigacién
realizada con profesores de matemdticas en estudios de economia
(Garcia, 2009) que evidencia la necesidad de un trabajo cooperativo
entre los responsables de la docencia como medio para incidir en este
nuevo enfoque de ensenanza. Es evidente que, en cualquier caso, mds
investigaciones son necesarias para poder ser mds contundentes y
poder hablar de los beneficios; sin embargo, se entiende que la aqui
se presenta pueda aportar significatividad a conceptos matemdticos que
para los estudiantes de este 4mbito acaban siendo puramente técnicos
y repetitivos. Se comparte plenamente la siguiente opinién de Javier
Peralta, ya que el cdlculo diferencial forma parte del andlisis matemdtico.

La importancia de las aplicaciones del andlisis, y el hecho de que

en él confluyan todas las partes de la matemdtica permitiendo su

interrelacién [con la economfa], son sin duda dos de las razones
por las cuales se encuentra presente en los programas de ensefianza

(Peralta, 1995, p. 183).

Las interpretaciones o caracterizaciones permiten llegar al concepto en
si por medio de un enfoque puramente matemdtico, pero también, y
no de manera menos importante, se puede introducir el concepto de la
derivada partiendo de una situacién vinculada a otras ciencias como es
el caso de la economia. Paralela a las diversas interpretaciones, se hace
mencién de las distintas notaciones de la derivada que frecuentemente
se encuentran en la literatura, pero que tienen el mismo significado.

En ambos casos, tanto en las interpretaciones como en las
notaciones, se enfatiza de manera especial el hecho que desde el punto
de vista diddctico subyace a éstos. Por un lado, el profesor por lo general
suele ensefar el concepto y hacer uso de una o dos notaciones; pero en
los libros de texto el estudiante puede encontrarse con una pregunta o
problema que, por el simple hecho de ofrecer una notacién que este
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tltimo desconoce, le podria generar dudas. Por otro lado, se desea
resaltar que por medio de diversas interpretaciones de la derivada, la
ensefianza de este concepto no queda relegada al simple hecho de ver
el mismo como un objeto matemdtico mds, sino que por el contrario,
es también una herramienta de gran utilidad en el extenso campo de
las ciencias. En consecuencia, el estudiante saldria favorecido con una
ensenanza global del concepto.

5. Consideraciones didacticas adicionales

Los modelos lineales que se presentaron anteriormente estin colocados
con toda la intencién, pues tienen un gran valor diddctico si se pretende
ensefar el concepto de derivada y su interpretacién en economia, ya que
se parte de un proceso en el cual el estudiante con conocimientos bésicos
de economia no deberia tener mayores inconvenientes para abordar el
tema. Ahora bien, aunque el motivo de esta investigacién no es evaluar
los textos de cdlculo con aplicaciones a las ciencias econdémicas, es
preciso sefialar que en algunos de éstos no se tratan situaciones como
las siguientes: (/) no toda recta con pendiente negativa (positiva)
puede modelar una funcién de demanda (oferta); y, (2) el dominio de
las funciones debe tener un tratamiento especial por las restricciones
que éstas puedan tener segln la situacién econdmica que las mismas
representen o modelen, tal como fue explicado al final del apartado
reservado al andlisis marginal. Este tipo de situaciones tampoco aparece
en los programas oficiales estudiados para este trabajo.

En el ejemplo de la figura 3 se puede apreciar la grifica de una
recta con pendiente negativa, pero que no obedece a una demanda,
ya que, al no pasar la grafica de la recta por el primer cuadrante, se
estarfa considerando que, tanto el precio como la cantidad demandada
es negativa en todo momento, hecho que resulta del todo inconsistente
desde el punto de vista econémico.
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Figura 3. m<0, pero no es funcion de demanda

6. Una justificacion de la derivada en la economia

Tal como se mencioné en el apartado anterior, los ejemplos antes
senalados de demanda y oferta corresponden a casos lineales; pero no se
plantea cémo abordaria el estudiante una situacién en la que, dada una
funcién no-lineal expresada de forma analitica, que se supone modela
(bien la demanda o bien la oferta de un producto) se le pida determinar
a cudl de estas dos situaciones econémicas en concreto corresponde.
Pues bien, es éste uno de los casos donde comienza a tener valor
did4ctico la derivada en las ciencias econdmicas, ya que una manera de
resolver el problema es por medio de la derivada; si se calcula la derivada
de la funcién y se evaltia en un punto de su dominio, se obtendrd la
pendiente de la recta tangente a la curva en el punto (interpretacién
geométrica, ver Figura 4). El signo de la pendiente provee la informacién
solicitada. En otras palabras, la derivada permite identificar la funcién,
con lo cual queda de manifiesto la utilidad e importancia de la derivada
en este campo de las ciencias econdmicas, entre otras. De esta manera
se enfatiza que la derivada es mucho mds que la aplicacién de una regla.
Considérese el mismo problema de antes, pero ademds sin saber
si realmente corresponde a una demanda, a una oferta o a ninguna de
ambas; la pendiente proporciona una aproximacion a la respuesta, pero
no garantiza que la funcién corresponda a una situacién econémica
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Figura 4. Oferta no-lineal, donde las tres rectas tienen pendiente m>0

en concreto puesto que la funcién a estudiar podria estar en el cuarto
cuadrante del plano cartesiano; entonces interviene la grifica de
funciones como herramienta para resolver el problema.

El uso de la derivada en el campo de la economia no sélo se
limita al andlisis de una funcién y su comportamiento segiin una ley,
como es el caso de la demanda y la oferta, por ejemplo. En economia
también se estudia la optimizacién de procesos modelados mediante una
funcién matemdtica. Como referencia concreta a esta situacién tenemos
las maximizaciones de las ganancias del productor o del beneficio de
la empresa, asi como también las minimizaciones de los costos de
produccién, entre otros.

Estd claro que existen muchas otras situaciones de economia en
las que la derivada juega un papel muy importante, pero con las citadas
anteriormente queda plenamente justificada no sélo la ensehanza de
este concepto a estudiantes de ciencias econémicas, sino que todo este
vasto contenido debe formar parte del conocimiento profesional de los
profesores de calculo diferencial que atienden a los estudiantes antes
mencionados.
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7. Consideraciones y propuestas finales

Finalmente, se llega a las siguientes consideraciones y propuestas
de modo que incidan, mds que en los programas oficiales de cdlculo
diferencial para carreras de ciencias econdmicas y afines, en la ensefianza
que impartan los profesores de matemdticas. En este orden de ideas,
conviene que el profesor, como facilitador y administrador del curso,
involucre al estudiante a través de los cursos de matemdticas bdsicas
en situaciones y hechos propios de la carrera con lo cual, el profesor
debe reflexionar y plantearse alternativas diddcticas que se adapten a las
necesidades y exigencias del nuevo profesional que demanda la sociedad
de hoy en dia. Asi, se muestran a continuacién algunos aspectos que el
profesor deberfa tomar en cuenta en la ensefianza del cédlculo diferencial
para carreras de ciencias econémicas:

1. Es pertinente considerar el origen y evolucién del cilculo
diferencial, haciendo especial énfasis en el andlisis marginal, puesto
que el desarrollo histérico de la derivada posee un valor didactico
significativo, le muestra al estudiante que el cdlculo diferencial fue y
sigue siendo utilizado por los economistas para resolver problemas de
economia y, al mismo tiempo, la da formalidad a la teorfa econémica
(Arrow e Intriligator, 1981).

2. La introduccién del concepto de derivada de una manera no clésica;
es decir, una en la que el estudiante tenga una vision mds amplia de la
derivada, su significado matemdtico y econémico, como por ejemplo
a través del impuesto marginal, utilizado por Wonnacott (1983),
donde se parte primero de una situacién econémica y posteriormente
se llega al concepto de la derivada como objeto matemdtico. De
esta manera el estudiante adquiere una visién multidisciplinaria del
concepto desde la misma introduccién del mismo.

3. Como consecuencia de lo dicho en el punto anterior, es pertinente
aclarar que, puesto que el desarrollo sugiere la utilizacién del contexto
econémico a la hora de introducir los objetos de derivada en un
punto y funcién derivada, se sugiere aprovechar y explotar el contexto
favorable y significativo de la economia para motivar a los estudiantes
sobre el aprendizaje de los conceptos del cdlculo diferencial. Sin
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embargo, se debe estar consciente de que esta propuesta deja abierta

opciones de investigacién en las que tendria que indagar sobre los

siguientes aspectos:

a. La complejidad semidtica aumenta al partir de un contexto
econémico. Es decir, el hecho de definir el costo marginal usando
la notacién incremental y la notacién diferencial puede ayudar
a emerger conflictos semidticos que condicionen negativamente
la comprensién de los objetos derivada en un punto y funcién
derivada.

b. Conscientes de que el costo marginal es una aproximacién a la
derivada, se tendria que reflexionar sobre las implicaciones que
tiene el paso de lo discreto a lo continuo (funcién derivada). Es
decir, ala hora de optar por el uso de este contexto los profesores no
pueden olvidar que los aumentos en economia no son continuos
sino discretos. Por tanto, el profesor debe tener especial cuidado
cuando se habla de un objeto (derivada en un punto) o del otro
(funcién derivada). Igualmente, en el contexto econémico en el
que se estd trabajando se ha de tener en cuenta que hay funciones
no derivables por la misma definicién del dominio que requiere
este contexto. No obstante, para poder manipularlas se ha de
ampliar el dominio al conjunto R, de los nimeros reales, para
poder hacer que la funcién sea derivable.

4. Como referencia concreta a esta situacién tenemos las maximizaciones
de las ganancias del productor o del beneficio de la empresa, asi como
también la minimizacién de los costos de produccidn, entre otros.4
Para terminar y continuando con una apuesta por una ensefianza
de la derivada vinculada al contexto econémico, el docente deberia
estudiar la posibilidad de implantar la ensefianza basada en problemas
para introducir y desarrollar el tema de la derivada como alternativa
diddctica; de esta manera se estaria involucrando al estudiante en el
desarrollo profesional relacionado con su carrera. Mds ain, por esta
via se puede resaltar el valor did4ctico de la historia de las matemdticas.
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8. Notas

1 FEsta ley indica que existe una relacién inversa entre el precio y la cantidad
demandada de un bien durante un cierto periodo. Es decir, si el precio
de un bien aumenta, la cantidad demandada por éste disminuye; por el
contrario, si el precio del bien disminuye, la cantidad demandada tenderd
a subir (existen excepciones a esta ley, dependiendo del bien del que se esté
hablando).

2 Una funcién se dice homogénea de grado 4 si para todo nimero real >0,
SEX) = #A(X) con X € R, en particular, una funcién homogénea de grado 0
satisface f{£X) = f{X) con X € R".

3 Se acostumbra a utilizar R por ser la letra inicial de la palabra revenue.
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