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Fundamentos matematicos sobre
los numeros indices
Mathematical foundations of index numbers

Efrain A. Lopez”

Se expondrd en este articulo un ingenioso método matemdtico para
obtener las férmulas sobre los nimeros indices. El mismo fue ideado
por E Divisia en 1925-1926, y en este trabajo se hace una extensién a
otros indices mds comunes en la literatura de la Estadistica Econémica.
Estd basado en la utilizacién de una ecuacién diferencial general, cuya
solucién particular bajo determinadas condiciones iniciales da origen a
los nimeros indices: Laspeyres, Paashe, Fisher, Marshall y Keynes.

Supongamos que el valor de un conjunto de articulos, en un
periodo “t”, puede ser expresado como:

V.Y p.*q,=P*Q
i=1

Donde Pt representa el nivel general de precios en el periodo “t” y Qt el
volumen total fisico en el mencionado periodo. Si estamos interesados en
la medida del nivel de precios Pt, entonces cualquier cambio en el valor
de Vt, puede ser el resultado de un cambio en los precios o un cambio en
las cantidades consumidas. Por lo tanto, diferenciando se tiene:

dv =P, dQ +Q, dP,

= 2 (Pit dqit + qit dpit)

i=1
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dVt _ P.dQt+QtdPt

==========>
Pt Qt Pt Qt
ZPt dQ: + Q: dP:
_ o
P:Q:
3 i dgic+ gic dpi
s QP ;(p qir+ qie dpir)

Q: P: Pt Q
Z(pit dqit+ qic dpit)
-
zpit qit
i=1
Zpit dqit Zqit dpit
_ =1 i=1

+ -

ipit qit ipit qit
i=1 i=1

Separando esta ultima ecuacién en dos ecuaciones diferenciales, se tie-
ne:

th B ;pit dqil

Q ~ i=n D
' Zpit qit
i=1
ﬁ Zqit dpit (H)

_ =l

P ipit qit
i=1
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Consideremos la segunda ecuacién diferencial, y supongamos que las
& y & q
cantidades consumidas q,_en el periodo comparado, son proporcionales

a aquellas consumidas en el periodo base “0”, es decir:

ar _ g
=—=========> in
Qit =k Qio

Por lo tanto:

ﬁ _ ;qit dpit
Pt Zpit qit
i=1

ik Qio dpit
__ =l

2 k gio pit
=)

d( ipit Qio )
= :1—
Zpit (io
)

Donde Pty pic son variables y qic = k qio es constante. Integrando ambos
miembros de esta tltima ecuacidn:

d 3 it Qlio
ap. (;ptq)

P i Pit qio
i=1

—=========> |Og Pt= |Og((2pn qio)+ C1

i=l
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Donde C, es una constante arbitraria y cuyo valor puede ser obtenido
mediante ciertas condiciones iniciales.
Impongamos como condicién inicial que:

Q,=exp(-C)
Donde exp = 2.7281 y Q, es el volumen total fisico en el periodo “0”.
Puesto que:

Vo=Po Qo = ipio (io

i=l1

__________ . P— S exp(C1)
D" pio Gio °
i=l1
e exp(Ci) = ML
Zpio (io
i=l1
Po

Ci zlog(lzn—)

Z Pio io
i=1

Reemplazando este valor en la relacién anterior, tenemos:

2 Po
log P;=log (an g ) tlog (=—)

=l Z Pio qio

i=1

==========> log Ptzlog(an gio ) +1og P, - log(Zpio Qio )

i=1 i=1

==========> |log P;- log P0=log(2pit Qio ) —log (Zpio Qio )

i=l i=1
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i=n

P, Z Pit Qio
==========> log(_) :10g ll::r:—
Po o
Z Pio Gio
i=1

Tomando antilogaritmo en ambos miembros, se tiene:

P, ; Pit Qio

Po _z Pio Gio

i=1

Esta tltima expresién corresponde, como ya bien sabemos, a la defini-
cién del Indice de Precios de Laspeyres.
De la misma ecuacién diferencial (11 ):

dP. _Z qit dpil

i=l

P i pit qit
i=1

Podemos obtener la correspondiente férmula para el indice de precios de
Paashe. Para ello cambiemos el subindice “t” por el subindice

3 i dpij
@_;qj Di

B S qups

i=1

Supongamos ahora que las cantidades consumidas en el periodo compa-
rado son proporcionales a aquellas consumidas en un periodo, di gamos
“t”, es decir:

q; = k 9
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i=n

k qit dpij

P; i k qit pii
i1

i=n

Z qit dpij

i=1

i qit Pjj
i=1

Integrando ambos miembros, tenemos:

d 3 it D
@_ (;q pij)

i=n

Pj Z qit pij

i=l

==========> log P; = log (an pi)+C,

i=1

Donde, al igual que en el caso anterior, C, es una constante arbitraria y
cuyo valor puede ser obtenido mediante condiciones iniciales.

Supongamos que: Q, =exp (-C)
exp(C2) = HL
Z Pit qit

i=1

P:
i=n

Z Pit qit
i=l

—=========> C2=10g
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log P;= log (Zqit pi ) + log FHL
=1 Zpit qit

i=1

log P;= log (an pii )- log (an git) + log Py

i=1 i=l1

==========> |ogP; - log P;=log (an pii ) - log (Zpit qit )

i=1 i=1
i=n

z it Pij

P; =
—=========> 10 —) = 10 —Al_l
83 =log 5,

' Z Pit qit

i=1
Tomando antilogaritmo, tenemos:
1=n
zqit pii
E _ =l

P i Pit qit
i=1

Invirtiendo esta tiltima relacién, se tiene:

Si ahora hacemos j = 0, tendremos:

i=n

P, z Pit qit

— _i=l

i=n

Po D piogi

i=l
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Expresién que corresponde a la f6rmula del Indice de Precio de Paasche
en el periodo “t” con base el periodo “0”.

Partiendo de nuestra ecuacién inicial, es también fécil encontrar el
Indice de Precios de Marshall-Edgeworth. Para ello, supongamos que:

1) O<j<t

i1)  qi=ki(qio + qit)
i) pij=ke pit

iv) pi=kspe

Por lo tanto

i=n

ij dpij
@_qu Pij d(Py

i=1

P; < ks P
J Zpij qij 3t
i=l

> ki (gio + qt) ke (dpi) D" (qo+qi)dpi
i=1 i=l1

L

P - i=n T i=n
" D ki(qio + qn) “kepit > pit(qo+qi)
i=1

i=1

d{ i (gio + qit) pit |

Zpit (qio + qit)
i=1

Integrando ambos miembros, se obtiene que:

i=n

log P=log [Z(qio + qio pit | + Cs

i=1

Considerando como condicién inicial:

P
Cs=log | — °
Z Pio (qio + qit)
i=1
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Tenemos: logP: = log{z (gio + qit) pn} +log (FHL)

i=1 zpio (qio + qit)
i=1
P, Zpit (qio + qit)
======> log (_) =10g Ifl
P,
D" pio (o + iy
i=1
P an (qio + qit)
======> _t =

Po :Zpio (qio +qiv

i=1

Férmula que corresponde al Indice de Precios de Marshall-Edgeworth.
Igual argumentacién puede utilizarse para encontrar la férmula
del Indice de Precios de Keynes.
Vamos a encontrar a continuacién, la férmula del Indice de Pre-
cios de Fisher. Partiremos de la misma ecuacién inicial:

i=n

dP. Z it dpit

= ijln
P Z qit pit
i=l

Particionaremos la sumatoria del numerador en el segundo miembro en
dos partes de la siguiente manera:

i=n

Z qit dpil + i qit dpil

@ | 1=l i=ni+1
Pl i=n
Z pit qit
L i=1
[ i=ni j=n2 = 5
it dpit + it dpjt
o, 2.9dp ;,qj i

P lzzn Pit qit
i=1

61
Economia, XII, 1 (1987)



Efrain A. Lopez

*
Donde:
i, t = (nl+i,t
*
Pi. t = (nl+i,t
i=i=1,23.... ... m
i=ni =2 o« *
z qit dpit z qit dpjt
—=====> dPt _ =1 j=1
? T i=n + i=n
t
Zpit qit Z Pit qit
i=1 i=l1
i=n1 i=n1 j=n2 j=n2 o« o
Z qit dpit Z qit pit Z qit dpﬁ Z qit pit
dP. _ =l i=1 i=1
P i=ni i=n i=n2 * * i=n
' z qit Pit Z pit qit Z qit pit Z Pit qit
i=l1 i=l1 i=l1 i=1
i=ni j=n2 *
Z qit dpit Z qit dp_]l
______ § P 5
—————— = —X a +—X a
Pt i=ni j=n2 x
Z qit pit z gjt pit
i=1
i=ni j=n2 %
Z (it pit z qit dth
En que: ar= ii:zlm = i=n
Z qit Pit z qit Pit
i=1 i=1
Y ademis: lf: a=1
k=1
Sean: =l
dPl Z qit dplt
F i=n1
z qit Pit
i=1
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j=n2 % *

qit dpit

& ) J; it AP;
P2 j=n2 * *

D pi

i=l

______ S dP: dPi dP>
—————— — =—xXat+t—Xxa
P: P P2

Si en la ecuacién (1) hacemos q, = k q, se tiene:

i=n1

@ Z (io dpit

i=l

Pl i=n1
Zqiopit
i=1
Integrando, se obtiene:

i=n1

log P, = log (Zqio +pit )+ Cy
i=1
Donde C, es una constante arbitraria.
De la Ecuacién (2), se obtiene:

j=n2 % *

&_ JZ:l:q]t Pit

ST
D9 pi

=1

j=n2 = *

=_=====> log P2: log (qut pﬁ) + C2

J=1

Sumando las ecuaciones (3) y (4), se tiene:

i=n1 j=n2 = *

log P, +log P»=log (an gio ) + log (qut Pit) + Cs
i=1

j=1

2
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En que C,=C +C,

i=n1 j=n2 =

======> log (P + P,) =log {( Zpuqm) (ZPthJ‘)}+C3

Pero sabemos que:

dP: dPs dpP>
— xat —xa
Pt P: 2
Y ademis: k=2

Tomemos a =a = 1/2

dP. l(@ @)
o 2 P

Integrando miembro a miembro obtenemos:
log P =1/2 log (P -P)+C, (6)

Reemplazando (5) en (6):

i=n1 j=n2 o o

log Pi=1/2log {( D piqi ) - (D pitqi)} +C

i=1 j=1

Donde C=C, + C,
i=n1 j=n2 o«
log P, = 10g{(2pn Qio ) - (ijt qﬁ)} +C

Si los precios en el periodo base “0” son p. el nivel de pre-
10 y
cios es Py, entonces:

i=n1 j=m2 ox %
log P, = log{(me Qio ) * (ijo qjt)} +C
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C=log

Po

i=ni j=n2 % =

( pr Qo ) " ( ZPJD QJt)

Reemplazando el valor de C en la ecuacién (7):

log P; = log

+ log

P
loge(—)=1o
g(PO) g

i=n1 j=n2 x %

( Z pit gio ) *( Zpﬁ qﬁ)}

Po

i=ni an**

(pr Gio ) - (pr th):|

j=1'12 *
D Dit i

D Dio g

=1

i=ni *
z Pit Qio
( i=1
i=n1

Z Pio Qio
L i=l

1/2

Al tomar antilogaritmo, se obtiene:

P

— i=1
O (i:Im

i=n1 =2 ok ok
Zpit Qio ;pﬁ qit 2
) ) (j:nz * % )

Z Pio qio Z Pio qjt
i=1 j=1

Férmula que corresponde al Indice de Precios de Fisher en el periodo “t”
q p P

con base el periodo “0”.

Si en cambio se utiliza la ecuacién diferencial (I) y para los precios se
consideran supuestos andlogos a los establecidos para las cantidades, se
puede obtener de manera semejante los correspondientes indices de can-
tidades de Laspeyres, Paasche, Fisher, Marshall, Edgeworth y Keynes.
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