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Un método para hallar la tasa de rentabilidad
de proyectos no-simples de inversion

An approach to find the return rate on non-simple investment
projects

Edgar Achong V."

1. Introduccion

Nuestra intencién inicial fue la de divulgar algunas ideas acerca del
célculo de la rentabilidad de los proyectos de inversién. Estas ideas tienen
hoy en dia una aceptacién general en el campo del anélisis financiero. Su
ensefianza, sin embargo, no ha tenido la misma suerte.

Cuando algin tipo de conocimiento es aceptado, pero no
ensefiado con la profusién que merece, se debe pensar que existe alguna
complejidad en la exposicién del mismo. Esta es la razén por la cual
este tema no suele ser tratado, en todo su contenido, en los textos de
ensefianza del andlisis financiero. Cuando se arriesgan a hacerlo, la
exposicion suele ser confusa y poco practica’.

Quizds no hayamos logrado simplificar el tema hasta los limites
que serfan deseables, pero hemos realizado un intento de simplificacién.
Por esta razén nos proponemos lo siguiente:

a.  Dar a conocer ideas y métodos de aceptacién general acerca de la
rentabilidad de los proyectos de inversién.

b. Modificar algunos criterios operativos conocidos, con la finalidad
de facilitar los procedimientos de cdlculo. Esto lo hacemos, por
ejemplo, con el criterio para diferenciar los proyectos de inversién
pura de los de inversién mixta’.
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c.  Explicarla aplicacién de métodos de andlisis numérico en el cdlculo
de la tasa de rentabilidad de una inversién. Aunque sélo trabajamos
con el método de Newton para hallar los ceros de un polinomio
(o método de Newton-Raphson) y el método de los divisores
sintéticos, existen ciertos aspectos generales en la explicacién que
deben ser considerados si se aplicaran otros algoritmos.

d.  Exponer nuestro procedimiento para hallar la tasa de rentabilidad
de los proyectos no simples de inversién. Con esto creemos obviar
las serias dificultades operativas del dnico método directo conocido
en el andlisis financiero. Sin embargo, seria prudente advertir que
el procedimiento propuesto en este trabajo, basado en el método de
Newton para hallarlos ceros de un polinomio, tiene las limitaciones
matematicas de este método, las cuales se refieren fundamentalmente
a los problemas de la convergencia.

2. La tasa de rentabilidad de los proyectos de inversion

Una empresa es una organizacién que obtiene dinero para invertirlo.
Una empresa privada invierte para obtener ganancias. De alli que toda
empresa tiene por lo menos dos actividades bdsicas: la de obtencién de
dinero (actividad financiera) y la de colocacién del mismo para obtener
ganancias (actividad de inversién).

Cualquier conjunto de actividades que una empresa pudiera reali-
zar para obtener recursos, constituye un proyecto de financiamiento.

Se suelen clasificar las fuentes de financiamiento de una empresa, en:

a.  Fuentes externas: la emisidn y venta de acciones comunes y prefe-
ridas, la emisién y venta de bonos (empréstitos) y los préstamos de
instituciones financieras.

b.  Fuentes internas: las ganancias (retenidas) y la depreciacién.

Las fuentes externas son también las fuentes de recursos de una empresa
que inicia sus actividades. Por el contrario, las fuentes internas lo son
solamente para empresas que ya han estado produciendo.
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La contabilizacién periédica de la depreciacién implica la recupe-
racién también de parte de la inversion realizada; de alli que la depreciacién
no sea en si una fuente adicional, sino que ella permite a la empresa el uso
nuevamente de recursos ya utilizados en una oportunidad.

Cualquier conjunto de actividades que una empresa pudiera rea-
lizar para invertir dinero y obtener ganancias, constituye un proyecto de
inversion.

La inversién debe ser recuperada progresivamente, durante la vida
del proyecto. La parte de la inversién que se recupera en un afio (depre-
ciacién) mds la ganancia correspondiente a ese afio, constituye el flujo de
efectivo (cash flow) que genera el proyecto hacia la empresa ese ano. De
esta manera, la inversién inicial puede ser considerada como un flujo de
efectivo negativo.

Los flujos de efectivo corresponden a diferentes periodos. Para
tener una idea de la importancia del conjunto de estos flujos, es necesario
llevarlos todos a un mismo momento del tiempo y sumarlos. Esto es asi
porque la empresa siempre preferird recibir lo antes posible los flujos de
efectivo que generard el proyecto. Por esta razén hay que valorar los flujos
de efectivo en un mismo momento, tomando en cuenta esta preferencia.

Cuando el momento de valoracién de los flujos de efectivo de un
proyecto es el momento de inicializacién del mismo, la suma de dichos
valores se conoce con el nombre de valor actual del proyecto.

Para valorar un flujo de efectivo cualquiera en el momento actual,
exceptuando naturalmente el flujo inicial, hay que descontarlo (o
actualizarlo). Si denominamos por a_un flujo de efectivo correspondiente
al ano t del proyecto, y si simbolizamos por i a la tasa de descuento,
su valor actual o descontado es: a (1 + i)". Esto permite obtener el
valor equivalente financieramente, en el momento inicial y a la tasa de
valoracién i, del flujo de efectivo correspondiente al afio t. Por tanto, el
valor actual de un proyecto vendrd dado por la siguiente ecuacién:

V(i)=a,+a (1+i)" +a, (1+i)>+ ... +a (1+i)" )

donde las a_(t > 0) son flujos correspondientes a diferentes periodos.
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Durante muchos afios se considerd a la tasa de descuento que hace igual
a cero el valor actual de un proyecto de inversién, como su tasa interna

de rentabilidad (TIR). Es decir, la TIR se definfa como aquella tasa i*
que hace:

V(i*)=a,+a, (14*) +a, (149> .. +a (1+*)"=0  (2)

Naturalmente que i* es una tasa de rentabilidad (o debe tener, en el
peor de los casos, alguna relaciéon con ella), pues siendo a, una inversién
inicial (a; < 0), y siendo al menos alguna a > 0 (¢>1), le hemos quitado a
estos tltimos flujos de efectivo exactamente la parte que es rentabilidad
de la inversién, dejando la parte que es recuperacién de lo invertido.
Esta tltima se anula con el flujo negativo inicial. Ahora bien, una tasa
de descuento que reduzca los flujos de efectivo exactamente en la parte
que es rentabilidad, es una medida de ésta.

Queda el problema de si la tasa es interna o si no lo es. Esto
dependerd de si se cumple ciertas condiciones. Antes de analizar estas
condiciones, necesitamos clasificar los proyectos.

El cdlculo de la tasa de rentabilidad de una inversién no se realiza
siempre de la misma manera, pues existen varias clases de proyectos;
de alli que sea conveniente clasificarlos antes de comenzar a analizar
los procedimientos de cdlculo de sus rentabilidades. En este sentido, la
clasificacién aceptada hoy en dia es la siguiente’.

de financiamiento puro
1. Proyectos simples <

de inversién pura
puro

de financiamiento <
mixto
pura

de inversién <
mixta

2. Proyectos no-simples
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¢ Qué es un proyecto simple?
Es un proyecto cuyos flujos de efectivo a (t=1, ..., n) distintos de cero,
tienen signo diferente del primero (a,).

Ejemplo 1:
200 50 60 100 100 50 :a
0 I 2 3 4 st

Ejemplo 2:
200 -50 -100 -50 -40 60 :a
0 '1 2 3 4 st

¢ Qué es un proyecto no-simple?
Es aquel que tiene al menos un flujo de efectivo a (t=1,..,n)con el
mismo signo del flujo de efectivo inicial a.

Ejemplo 3:
-200 50 -50 100 100 100 :a
0 i 2 3 4 5o

Ejemplo 4:
200 -50 50 -100 50 200 :a
0 ! 2 3 4 s

¢ Qué es un proyecto simple de financiamiento puro?
Es un proyecto cuyo primer flujo de efectivos es positivo (a, > 0) y los
demds flujos son negativos o ceros (Ejemplo 2).

¢ Qué es un proyecto simple de inversion pura?
Es un proyecto simple cuyo flujo efectivo inicial es negativo (a0 < 0),
y, por consiguiente, los demds flujos de efectivo son positivos o ceros.

(Ejemplo 1).

¢ Qué es un proyecto no-simple de financiamiento?
Es aquel proyecto cuyo flujo de efectivo inicial es positivo (a, >0), pero
ademds tiene algin otro flujo de efectivo también positivo (Ejemplo

4).
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¢ Qué es un proyecto no-simple de inversion?
Es aquel que tiene un flujo no inicial negativo (a; < 0), pero ademads
tiene algin otro flujo de efectivo negativo (Ejemplo 3).

¢ Qué es un proyecto no-simple de financiamiento puro y qué es un proyecto de
financiamiento mixto?

En los proyectos de financiamiento mixto, la empresa recibe inicialmente
dinero de los proyectos: el primer flujo de efectivo es positivo. Si la
deuda de la empresa con el proyecto no se cancela totalmente sino al
final de la vida del proyecto, se dice que ésta es de financiamiento puro.
En los proyectos de financiamiento mixto, por el contrario, antes de
que culmine el proyecto la empresa deja de ser deudora, convirtiéndose
durante un tiempo en financiadora (acreedora) del proyecto. Este caso
s6lo puede presentarse en proyectos no-simples.

¢ Qué son proyectos no-simples de inversion pura?

En general, los proyectos de inversién pura son aquellos cuyo primer
flujo de efectivo es negativo, y en los cuales, descontados los restantes
flujos a la tasa de rentabilidad de la inversién, la empresa no recupera
totalmente ésta sino al final de la vida del proyecto.

¢ Qué es un proyecto no-simple de inversion mixta?

Es un proyecto de inversién (a, <0) no-simple en el cual, descontados
los flujos de efectivo a la tasa de rentabilidad de la misma, la empresa
recupera la inversion antes de la finalizacién del proyecto, convirtiéndose
en deudora del mismo. Por esta razén se llama de inversién mixta: porque
siendo inicialmente de inversidn, se convierte durante cierto tiempo en
una fuente de financiamiento.

Podemos decir, ahora si, en qué casos tiene cardcter interno la tasa
de rentabilidad.

En los casos de proyecto de inversién pura (simples y no simples),
la tasa de rentabilidad es interna del proyecto, y se le suele denominar
tasa interna de rentabilidad (TIR). En los proyectos de inversién mixta,
la tasa de rentabilidad sélo puede estar referida a los periodos en los
cuales la empresa tiene inversién en el proyecto, pero nunca a los
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periodos en los cuales es financiada por éste. En estos tltimos periodos
la valoracién debe hacerse al costo del financiamiento o costo del capital
de la empresa.

La tasa de rentabilidad de los proyectos de inversién mixta estd
en funcién del costo del capital de la empresa. No puede decirse que es
interna. Tienen tasa de rentabilidad de la inversién (TRI), pero no tiene
tasa interna de rentabilidad (TIR).

3. Tasa interna de rentabilidad de los proyectos simples de
inversion pura

Sabemos que si el flujo de efectivo inicial es negativo y el resto de los
flujos son positivos o ceros, el proyecto es simple de inversién pura.

La funcién de valor actual V(i) es, en este tipo de proyectos, estric-
tamente convexo y estrictamente decreciente para las tasas de descuento
i>-1.

El cardcter decreciente de V(i) se demuestra observando que:

av (i)
di
ya que las a_(t=1,2,..., n) son positivas o ceros, y el exponente del factor
(1+1)* es negativo.
El cardcter convexo de V(i) es demostrable observando que
4V )
d’i
puesto que los coeficientes de la primera derivada y el exponente
del factor (1 + i)-(t-1) son negativos.

Todo esto significa que un proyecto simple de inversién pura sélo
puede tener una tasa interna de rentabilidad (TIR), pues solamente pue-
de haber una tasa que anule la funcién de valor actual V(i).

Ahora bien, la TIR puede ser negativa, igual a cero, o positiva.
Esta clase de proyectos presenta la ventaja de la facilidad de conocer
anticipadamente el signo que tendr4 la tasa interna de rentabilidad. Los
criterios son:

<0

>0
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V(i) V(i) V(i)
E E E TIR
' ' TIR ! ¥
: ; : ¥ . :
-1 -1 -1
TIR
(a) (b) ()
n
a. Si X a (0, la TIR es negativa
t=0
n
b. Si X a;=0, laTIR es igual a cero
t=0
n
c. Si 2 a;)0,laTIR es positiva
t=0
Ejemplo 5:
-2000 400 500 650 350 400 200 :a
0 1 2 3 4 5 6 t
6
Como X a; =500, tieneuna TIR positiva
0
Ejemplo 6:
-2000 300 300 500 400 200 300 :ag
0 1 2 3 4 5 6 t

6
Como X a;=0, laTIR es iguala cero
0
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Ejemplo 7:
-2000 250 300 400 400 200 250 :a
0 1 2 3 4 5 6t
6

X a; = -200, tiene una TIR negativa
0

El problema que se nos presenta a continuacién es ;cémo calcular esta
tasa interna de rentabilidad? Vamos a exponer entonces una forma de
hacerlo, basado en métodos de anilisis numérico?. Concretamente
utilizaremos el método de Newton para hallar las raices o ceros de un
polinomio de grado n. Utilizaremos, ademds, simultdineamente con el
algoritmo anterior, el método de division sintética’.

La posibilidad de utilizar los métodos de la teorfa de ecuaciones,
se basa en el hecho de que la funcién V(i)=0, para la cual existe una tasa
de rentabilidad, puede ser transformada en una ecuacién polinémica de
grado n.

Si la tasa de descuento que hace V(i)=0 la denominamos i* (que
siempre en los proyectos simples, y sélo en los simples ,es la tasa interna
de rentabilidad), podemos escribir que:

* n * n_l %
ag(+i ) +ay(I+i )  +..+an-1(1+i )+a, =0 )

pues lo que hemos hecho es multiplicar la funcién V(i) por (I+1)", y
sustituir la tasa de descuento general (i) por la que iguala a cero a dicha
funcién (i*).

La expresion (3) puede escribirse de la siguiente manera:

f(x)=a0xn + otlxn_1 +...+a X+a, =0 (4)

que es un polinomio de grado n, con x = 1+i*. Si hallamos una raiz de
(4) positiva, se puede obtener la tasa interna de rentabilidad i* >-1.

Se puede utilizar cualquier método para hallar la raiz positiva de
(4). Esto no significa, naturalmente, que i* deba ser positiva, pues la raiz

de (4) es l+i*.
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Ahora bien, en un proyecto simple de inversién pura siempre
habrd una raiz no negativa (x > 0). Sin embargo, sabemos que en estos
proyectos la TIR puede ser negativa. Esto sirve para advertir que no
se pueden aplicar ciertos teoremas de la teoria de ecuaciones (como la
Regla de Descartes, por ejemplo), para saber de la existencia de una TIR
positiva, a no ser que previamente sea transformada (4), restindole la
unidad a las raices.

4. Aproximacion inicial a la tasa interna de rentabilidad

Los métodos para hallar las raices de un polinomio, como el método
de Newton, requieren de una aproximacién inicial a la raiz buscada. A
partir de este valor, el método permite una aproximacién sucesiva hacia
la raiz de la ecuacién, siempre que no se presente algiin problema de
convergencia. Una buena aproximacion inicial contribuye a una ripida
convergencia hacia el valor buscado.

Existen diversos métodos para hallar la aproximacién inicial.
Cualquiera de ellos puede ser utilizado; sin embargo, en este trabajo
presentamos un método diferente®. Este consiste en lo siguiente:

a.  Hallamos un momento del tiempo, tinico, donde vamos a colocar
un flujo de efectivo que sustituya la serie de flujos del proyecto.
n
(o J0)
t=1
t=—7-—""
n
> a;
t=l1

b.  Este supuesto valor del tiempo, nos sirve como tiempo de duracién
de un imaginario proyecto con dos flujos de efectivo: el inicial y el
sustituto de los restantes flujos. Este tltimo es la suma de todos los
flujos, exceptuando el primero. De esta manera hallamos la aproxi-
macién inicial (X ) a la raiz buscada:
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1

no ||
Y q,
t=1
XO =
40

En el ejemplo 5.
400 +2*500 +3*650 + 4 *350 + 5*400 + 6 * 200
‘= - 3,18
400 + 500 + 650 + 350 + 400 + 200

1

2500 |3.18
=| — =1,0726915187

2000

Esta es la aproximacion inicial a la raiz positiva de:
-2000 X° + 400 X° + 500 X + 650 X? + 350 X? + 400 X + 200 = 0
La aproximacién a la TIR es i* = X -1 =0,0726915187
En el ejemplo 6:
En el ejemplo 7:

X, = 0,9696333932
* = -0.0303666068

—
Il

5. Calculo de la tasa interna de rentabilidad

A partir de la primera aproximacidn a la raiz positiva de (4), podemos
hallar su valor exacto, y por tanto de la TIR, mediante el algoritmo de
Newton para hallar las raices de un polinomio.
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Se puede utilizar cualquier otro algoritmo; pero curiosamente, a/
combinar el método de Newton con los divisores sintéticos, estamos utilizando
un procedimiento que va a ser el iinico adecuado para resolver tanto los casos
de proyectos de inversion pura como los de inversion mixta. De esta manera
proponemos algo que no existe en la literatura sobre este tema, y cuya
ausencia es la causa de esa aparente complejidad del mismo, a la cual
nos referfamos al comienzo de este escrito: la unicidad metodolégica
para el cdlculo de la tasa de rentabilidad en todos los tipos de proyectos
de inversion.

El algoritmo de Newton se expresa asi:

P Y 5
S'(X )

En caso de convergencia hacia la raiz buscada, F (x,,) tiende a cero con
cada nueva iteracién’.

La primera aproximacién (X ) la hallamos por el método explicado
anteriormente, o por cualquier otro que se considere conveniente. Luego
f(x,,) y f'(x,,) lo hallamos utilizando el método de divisién sintética®.
Para explicar este método, se tomemos el ejemplo 5.

t at F(x0) F(X0)
0 -2.000 -2.000 -2.000
1 400 -1.745383037  -3.890,766074
2 500 -1.372,257581  -5.545,849350
3 650 -822,009069  -6.770,994631
4 350 -531,762157  -7.794,950671
5 400 170416756  -8.531,994229
6 200 17,195391 T

F(x,)
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Veamos el procedimiento:

a.  Parala columna F(X), el primer valor es la repeticién de a,. El va-
lor -1.745,383037 se obtiene multiplicando el anterior valor por x,
sumédndolo luego a a;:

-1.745,383037 = 2.000 * 1,0726915187 + 400

El valor siguiente:

-1.372,257581=-1.745,383037 * 1,0726915187 + 500
Y asi sucesivamente. En general:

F} (Xf-l ):Ft-l (Xg-l )*Xf-l +at (t = 1,...,n)
El dltimo valor es f(X,_;)

b. Lacolumna F’(X) se obtiene haciendo lo mismo que en la columna
anterior, pero sumdndole £ (X,_1 ) en lugar de a. Asi:

- 3.890,766074 = -2.000 * 1,0726915187 - 1.745,383037
En general: F't (Xf-l ): F’t-l (X[_l )*Xf-l + Ft (Xf-l )
parat = 1,..., n-1. El tltimo valor es®,_; )

c.  Se procede a calcular X, mediante (5):

17,195391
X =10726915187 - ————=1,07470692

-8.531,994229

Este valor es bastante aceptable, porque el valor actual del proyecto seria
diferente de cero en tan solo -11,77 céntimos. Si se quisiera una mayor
precisién, se repetiria el proceso con la dltima aproximacién obtenida.
En nuestro ejemplo, una segunda interaccién darfa

X_ = 1,0746933125, es decir una TIR= 7,469%.

2
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En el ejemplo 6, para el cu%ll X, =1 (TIR=0), esa es la rafz buscada, se-
gan el criterio conocido: si Ya =0 , entonces TIR=0.
0
En el ejemplo 7, X, = 0,9696333932

En la primera iteracién:

t o) FX)
0 2000 -2.000 2000
1 250  -1689,266786  -3.628,533572
2 300 -1.337,969486  -4.856,316806
3 400 -897,339893  -5.606,186836
4 400 -470000725  -5.906,036690
5 200  -255815665  -5.982,506061
6 250 1952589 T

f(X,)
1,952589
X| =0,9696333932-—— = 0,9699597763
— 5.982,506061

A esta raiz corresponde un valor actual igual a -0,002685815 bolivares.
La tasa interna de rentabilidad es:

TIR = 0,9699597763 — 1 = -0,0300402237

Un ejemplo de no convergencia seria el siguiente:

Ejemplo 8:
-200 250 300 400 400 200 250 ca
0 1 2 3 4 5 6 ot
20
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En este caso X, = 1,9023502971. No hay convergencia. Sin embargo, si le
sumara 0,5 a X, sf habria convergencia con una TIR = 1,407037904 y un
valor actual = -0,0000818731, en dos iteraciones. Esto siempre es posible
en los proyectos simples.

Con este ejemplo queremos recordar al lector que el algoritmo de
Newton no converge en todos los casos, y que esta convergencia depen-
de algunas veces del valor que se tome como primera aproximacién de
la raiz buscada.

6. Criterio para diferenciar los proyectos no-simples de inversion
pura de los proyectos de inversion mixta

El problema de calcular la tasa de rentabilidad de un proyecto no-simple
de inversion, tiene dos partes:

I.  Averiguar si el proyecto, no-simple, es de inversién mixta.

II.  El procedimiento de calcular, en uno u otro caso, la tasa.

III. Partamos del supuesto de que un proyecto de inversién tiene tasa
interna de rentabilidad (TIR). Podemos entonces definir la funcién
de saldos F (i*), como aquella funcién que cumple con lo siguiente:

Fy, (1*) = a, (0
F (%) = Fp* (1+%) + a,
F, () = F * (1+i%) + a,

F, (*) = F,_, (1+i1*) + a,

Pues bien, en un proyecto no-simple, para poder afirmar que i* es una
TIR, se requieren criterios adicionales. A diferencia de los proyectos
simples de inversién, no basta con que X = 1 + i* sea una raiz del poli-
nomio (4).

Para saber si en un proyecto no-simple, de inversién i* es una
TIR, debemos observar el comportamiento de la funcién de saldos F (i*)
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(para t=1,...,n-1). Si alguna F_es positiva, el proyecto no tiene tasa in-
terna de rentabilidad (TIR), pues eso significaria que la empresa ha re-
cuperado lo invertido antes de la culminacién de la vida del proyecto.
En estos casos la empresa pasa a ser financiada por el proyecto, hasta que
algtin otro F_(i*) sea negativo o cero.

En los periodos en los cuales F (i*) > 0, el factor de capitalizacién
en la funcién de saldo debe ser (1+k), siendo k el costo del capital de la
empresa, la cual no necesariamente es constante en todos los periodos.

Si ocurriera tal cosa, ya la funcién de saldos no estaria en funcién
de i*, pues esta tasa, aplicada a los saldos negativos, no permitiria que
F fuese igual a cero. De tal manera que i*, la tasa que hace igual a cero
al valor actual del proyecto, no tendria en este caso ningtn significado
financiero.

Esto no significa que el proyecto de inversién no tenga tasa de
rentabilidad. Si la tiene; s6lo que ahora no es interna, sino que estd en
funcién del costo del capital de la empresa. A esta tasa de rentabilidad se
la denominard r; y se cumplird que:

Fp (r.k) =ay

Fi (r.k) = Fp (r.k) * (I4r)+a;

Fy (r,k) = Fq (r.k) * (I4+r)+ ap, si F; (k) <0
=F; (r,k) * (I4r) + ap, si Fy (r,k) >0

F5 (r,k) = F, (r,k) * (I+r) + a3, si F5 (1,k) <0

: = F (r,k) * (I+1) +as, si F, (k) > 0

F, (t,k) = Fyq (t,k) * (I4r)+ a,, si Fp (tk) <0
=F,.1 (t,k) * (Hr)+ ap, si Fyp (r,k) >0

Es decir, la funcién de saldos depende de r y de k. La tasa r es la tasa de
rentabilidad (TRI) en un proyecto no-simple de inversién mixta.

En resumidas cuentas, en los proyectos no-simples de inversion se
tiene dos casos:
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a.  Que todos lo F_(i*) sean no positivos. En este caso, el proyecto es
de inversidn pura, e i* es la tasa interna de rentabilidad (TIR).

b.  Quealguna F_(i*) > 0, entonces el proyecto es de inversién mixta.
En este caso no existe TIR, pero si existe tasa de rentabilidad de la
inversién (TRI). Esta dltima estd en funcién del costo del capital

de la empresa (k).

Estas posibilidades en los proyectos no-simples de inversién, nos obli-
gan a tener que utilizar procedimientos distintos a los utilizados en los
proyectos simples.

En la literatura de andlisis financiero, existe un método para di-
ferenciar los proyectos de inversién pura de los proyectos de inversién
mixta: es el método de D. Teichroew, A. Robichek y M Montalbano’, el
cual llamaremos método TRM.

El método TRM: Este método, que es el Gnico método directo conocido
para distinguir los dos tipos de proyectos, e igualmente para calcular la
TRI en los proyectos de inversién mixta, consiste en lo siguiente:

a.  Se calcula una tasa minima (7 min) que haga todas las F (i min) <
0 (para t = 1,n-1). Esta tasa 7 min se halla por tanteo.

b.  SiFn (i min) > 0, el proyecto es de inversién pura. Esto es asi por-
que la tasa i* que hace a F_(i*) = 0 seria en este caso mayor o igual
que 7 min. En este caso se procede a calcular la TIR.

c. SiF_(imin) <0, el proyecto es de inversién mixta. Esto es asi por-
que la Gnica manera de hacer F_ = 0 es tomando una i* < i min; y
para i* no todos los saldos serfan no positivos. En este caso no exis-
te TIR, y se procede a calcular la rentabilidad del capital invertido

(TIR:r).

Ya hemos descrito dos procedimientos o criterios distintos para diferenciar
los proyectos no-simples de inversién pura de los de inversién mixta. A
continuacién se resumen estos procedimientos:
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Criterio TRM Ciriterio Propuesto

1. Se halla i min, que es la menor de 1. Se halla la tasa real X = 1+i* del
las tasas que hace todos los saldos polinomio f(X) = 0

Fi(i min) <0 (t=1,..., n-1).

La tasa i min se obtiene por tanteo

2. Inversién pura: si todos los saldos 2. Inversién pura: Si todos los
F; (i min) <0 saldos F; (i*) <0 (t = 1,..., n-1).
(t=1,..., n-1) y Fy, (7 min)=0

3. Inversién mixta: siendo todos los 3. Inversién mixta: Si algin
saldos F¢ (i min) < 0(t=1,...,n-1) y F; (i*) >0 (t=1,..., n-1)
F (i min) <0

La ventaja del procedimiento que sugerimos sobre el original de TRM, es
que con aquél nos evitamos el complicado procedimiento para obtener i
min. Otra ventaja es la siguiente: en caso de ser un proyecto de inversién
pura, no se requieren de cdlculos adicionales para hallar la TIR, pues ésta
es i*. Esto no ocurre con el criterio TRM.

b. Para calcular la tasa de rentabilidad de los proyectos de inversién
mixta, expondremos dos procedimientos: el método de D. Teichrew, A.
Robichek y M. Motalbano (método TRM); y un nuevo procedimiento
que consiste en reducir el grado del polinomio, de acuerdo con algiin
criterio que estableceremos, y que denominaremos método de reduccion
del grado del polinomio (RGP).

Para explicar el procedimiento del método TRM, sus autores u
utilizan el cldsico ejemplo de la bomba de petréleo de J. Lorie y L. J.

Savage (1955).

Ejemplo 9: Los flujos de efectivo son:

-1600 10000 -10000 ag

0 1 2 it
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Lo primero que se hace es calcular la tasa i min que hace F, <0. En este
caso, basta despejar i min de F, (i min) = -1.600 (1+ i min) + 10.000 = 0.
Esta i min es 525%. Para cualquier tasa r < 525%, se tiene que F > 0.
Ahora bien, como F <0a la tasa i min 525%, el proyecto es de
inversién mixta. Esto es asi porque la tasa de rentabilidad buscada (r)
debe ser menor que 525%. Y esto significa que F, debamos considerar el
factor (1+k). Luego, al despejar r en funcién de k, se tiene lo siguiente:

6,25

r=15,25-
1+k

Como K - el costo del capital de la empresa es un valor conocido, r que-
da determinada de esa forma.

La aparente sencillez de este método es engafiosa. Este método se
convierte en un procedimiento de tanteo para proyectos con una vida
superior a dos anos. Por ejemplo, en un proyecto de 10 afos de duracién,
habria que probar 256 posibilidades (2 - %); pero con la dificultad
adicional de que la expresion serfa matemdticamente tan complicada
que no se podria despejar r. La aparente sencillez del método se debe a
que se ha tomado como ejemplo un proyecto de dos anos de duracién,
lo que implica una sola posible solucién (2 *-2= 1), con una expresién
matemdtica lineal que permite despejar r sin dificultad.

Método RGP: El método que proponemos aqui para hallar la tasa de ren-
tabilidad de los proyectos no simples de inversién, se basa en los mismos
métodos matemdticos que utilizamos anteriormente en los proyectos
simples de inversién.

Nuestro objetivo ha sido el de elaborar un método que no tenga
las serias limitaciones del método TRM. Llamaremos este método de
reduccion del grado del polinomio (RGP), pues el procedimiento consiste
en reducir el grado del polinomio (3) en el caso de que el proyecto sea de
inversién mixta, y se calcula luego la raiz del polinomio reducido.
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Procedimiento:

Se halla la raiz i* de (3) mediante el algoritmo de Newton y los
divisores sintéticos, tal como lo hicimos con los proyectos simples.
La division sintética nos da simultineamente las F_(i*) (t=0,..., n).
Sabemos que si todas las F_(i*) son no positivas, el proyecto es de
inversién pura, siendo i* la tasa interna de rentabilidad (TIR). Sa-
bemos también que si algtin F _(i*) > 0, el proyecto es de inversién
mixta. En este caso se procede a calcular la tasa de rentabilidad de
la inversién (TRLr), la cual es diferente de i* si el costo del capital
de la empresa (k) también es diferente.

Supondremos que el proyecto es de inversién mixta con un F (i*)> 0.
Procedemos entonces a transformar (3) de la siguiente manera:

a1+ &) (1+1, %) +a, (k) 1+ 5™ +a,, (1+k)

1+ %" +a, (1+i*)+a, =a,(1+k)1+i, %) +

tla,(1+5)+a, N1+ =" +ra, (146 %)+a, =0

p+l

Lo constituye un polinomio de grado n-1 de X = 1+ i *. Luego se
procede de nuevo a hallar la raiz, siendo i% la tasa de rentabilidad
de la inversién que se desea hallar (r:i,*). Se toma como raiz inicial
aX = 1+i%

En el caso de que hubiese alguna otra F_ (i*) > 0 (para q > p) en-
tonces se realiza una nueva reduccién del polinomio de la misma
manera que se hizo anteriormente, antes de proceder a calcular la
raiz X = 1+i *. Naturalmente el costo del capital para el ano q+1
puede ser diferente del costo del capital del periodo p+1.

Resolveremos dos ejemplos'. El primero de ellos ilustra el caso de un
solo saldo positivo; el segundo es un caso de dos saldos positivos.
Ejemplo 10:
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Costo del capital: k = 0,25

- 800 -2%*600+3*700+4*100 2100

t - 2.1
800 — 600 + 700 + 100 1000
1
1.000 |2,1
Xo=| ——| =127538781
600
Primera iteracion:
t at FX) F(X)
0 -600 -600 -600
1 800 34,767314 -730,465372
2 -600 -555,658192 -1.487,284823
3 700 -8,679685 -1.905,544618
4 100 88,930036
88,930036
Xl =1,27538781 - —— =1,322056901
—1905,544618
Segunda iteracién:
t at F(X,) F(X)
0 -600 -600 -600
1 800 6,765859 -786,46828200
2 -600 -591,055149 -1.630,810969
3 700 -81,408539 -2.237,433435
4 100 -7,626721 | —
H_/
f(X) PX)

X, = 1,318648209
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Tercera iteracién:

t at F(X,) F(X)
0 -600 -600 -600
1 800 881107500  -782,37785000
2 -600 -588,381202  -1.620,062443
3 700 75867937 -2.212,160376
4 100 0043119
H_/
f(Xy) FXy)

X;=1,318628717

El valor actual es -0,0000014034, de alli que Xj es la raiz del polinomio.
Si halliramos F(X;), observariamos que F, (X;) > 0; de alli se deduce
que la inversién es mixta.

Si el costo del capital es k = 0,25, el polinomio de grado menor seria:

3 2 2
~600(1,25)x> +800(1,25)x” - 600X + 700X +100 =
3 2
= 750X + 400X~ + 700X +100 = 0

Con este polinomio reducido se procede a hallar la raiz con X, =
1,3186287169. A la cuarta iteracidn se tiene la tasa de rentabilidad de la
inversién r = 0,3181420826, al que corresponde un valor actual de Bs.
-0,0035900531.

Ejemplo 11:
Flujos de efectivo:
-600 800 -600 700 100 -600 500 200 100 :a
0 1 2 3 4 5 6 7 8 :t

Costo de Capital: k = 0,1
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Polinomio original:
- 600x8 + 800x7 - 600x6 + 700x5 + 100x4 N 600x3 + 500x2 +200x +100 =0
En cuatro iteraciones se tiene:
X4 = 1,3001228584
Valor actual = -0,0028823685
Para esta raiz F; (X4) >0y F4 (X4) >0

Se procede a reducir el grado del polinomio de 8 a 7, para eliminar el
efecto del F; > 0:

7 6 6 5 4 3 2
- 600(1,1)X + 800(1,1)X -600X + 700X +100X + 600X + 500X +
+ 200X +100 =0
Es decir:

—660X7 +280X6 +7OOX5 +100X4 —600X3 +500X2 +200X +100 =0

Luego reducimos el grado del polinomio de 7 a 6, para eliminar el efecto
de Fz:

~660(1,1)x® +280(1,1)x> + 700(1.1)x* + 100> (11) - 600" + 500 +

+200X +100 =0

Queda el siguiente polinomio:
6 5 4 3 2
- 726X +380X +770X -490X +500X + 200X +100=0

Luego se halla la raiz del polinomio para X, = 1,3001228584 y se obtiene
que Xg = 1,294398561 (si se utilizara el método de Newton). El valor
actual es de -0,0051328668 bolivares. La tasa de rentabilidad de la in-
version TRI = 0,294398561.

29
Economia, XIlIl, 2 (1988)



Edgar Achong V.

Ejemplos propuestos (proyectos no-simples de inversion).

Ejemplo 12 (Inversién mixta)

-600 700 100 -600 500 200 100 -600 800 :a;

0 | > 3 4 5 6 7 8
Costo del capital: k = 0,1

Solucién: TRI = 0,270803842
Valor actual = Bs. -0,0050094378

Ejemplo 13 (Inversién pura):

-300 100 400 -300 400 100 -300 500 T ag

0 1 2 3 4 5 6 7 it

Solucién: TIR = 0,3935501008 (cuarta iteracién)
Valor actual = -0.0002155034

Ejemplo 14 (Inversién pura):

-600 800 300 200 -600 900 400 -600 -1300 :a;

0 ! 2 3 4 5 6 7 8 i
Solucién: No converge con Xy = 1,3768034696. Si le sumamos 0,5
a esta aproximacién inicial, se logra la convergencia. Asi para X, =
1,8768034696, tenemos que la TIR = 0,7500951844 (cuarta iteracion).
El valor actual es igual a Bs. -0,0007310393.

Ejemplo 15 (inversién mixta):

-6000 7000 -6000 8000 -6000 7000 -6000 8000 -1000 : a;

0 1 2 3 4 5 6 7 8 it
Costo del Capital (variable): kg = 0,17; kg = 0,14; kg = 0,12
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Solucién: TRI = 0,2143345916
Valor actual = Bs. -0,003481

Demostracién:

t at F (r,k) Factor
0 -6.000 -6.000 (1 +TRI)
1 7.000 -286,007550 (1 +TRI)
2 -6.000 -6.347,308861 (1 + TRI)
3 8.000 292,243287 (1 +k4)
4 -6.000 -5.658,075355 (1 + TRI)
5 7.000 129,203375 (1 + k6)
6 -6.000 -5.852,708153 (1 +TRI)
7 8.000 892,854036 (1 + k6)
-0,003481
8 -1.000 \ ,
f(n)

7. Conclusiones

Cuando se analiza la rentabilidad de un proyecto de inversién, es
necesario saber previamente si se trata de un proyecto de inversién pura,
o si, por el contrario, es de inversién mixta. El cdlculo de la tasa de
rentabilidad es diferente en cada caso.

Sélo debe hablarse de tasa interna de rentabilidad (TIR) en los
casos de inversién pura. En los casos de inversién mixta no existe tasa
interna, pero si existe tasa de rentabilidad de la inversién. Esta tltima
estd en funcién del costo del capital de la empresa.

Las aportaciones de D. Teichrew, A. Robichek y M. Montalbano
son consideradas, dentro del campo del andlisis financiero, como la so-
lucién metodoldgica definitiva a estos problemas.

Aceptamos la importancia de los estudios de estos autores; sin
embargo, sus métodos son complicados y con serias limitaciones. No
puede utilizarse sino en proyectos de dos afos de duracién.
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Los procedimientos que se han elaborado en este trabajo
constituyen una alternativa. Se reconoce que el procedimiento para
diferenciar un proyecto de inversién pura de un proyecto de inversién
mixta es relativamente sencillo (al menos cuando se le compara con el
criterio de TRM). Sin embargo, el cilculo de la TRI en los proyectos
de inversién mixta, por nuestro procedimiento de reducir el grado de
polinomio (RGP), es en ocasiones laborioso, De todas maneras, es
un procedimiento mucho mds sencillo que el tnico método directo
conocido (el de TRM).

Se sugiere realizar los cdlculos por el método RGP mediante un
programa para computadoras.

8. Notas

1 Puede verse un anilisis de este tema en la conocida obra de James R. C.
Mao. (Universidad de Columbia Britdnica) [4], pdginas 172-185.

2 Estos criterios, hoy en dia de aceptacién general, se deben a D. Teichroew,
A. Robicheck y M. Montalbano (Universidad de Stanford [6] y [7]. La
solucién que presentaron ha sido clasificada como el punto final de
controversias en la teorfa del capital. Estos temas referidos en buena
medida a la multiplicidad de las tasas de rentabilidad, fueron durante

muchos afios preocupacién de economistas [5].

[SN]

Esta clasificacién puede hallarse tanto en [4] como en [6].

4 Este procedimiento sélo debe utilizarse en proyectos con una duracién
mayor a los dos afios. En el caso de proyectos de dos afnos de duracién,
se resuelve por una ecuacién de segundo grado.

5  Puede hallarse explicaciones detalladas de este método en cualquier libro
de 4lgebra superior o de andlisis numérico. Esto corresponde a la teoria
de ecuaciones y al cdlculo de raices de polinomios de grado superior.

6  Este mérodo fue ideado heuristicamente. He obtenido buenos resultados

con él. Sin embargo, ningtin método para hallar la aproximacién inicial

es perfecto. En algunos casos (ver ejemplo 8 y 14) el valor obtenido no
conduce a la convergencia hacia la raiz buscada. Pero, en estas ocasiones,

otros métodos no logran nada mejor.
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7 Sif’(X) = 0, entonces la férmula de Newton no puede utilizarse. Se han
surgido varias soluciones a este caso: [2], pdgina 104.

8  El lector puede darse cuenta de la afortunada coincidencia entre el
procedimiento para determinar si un proyecto es de inversién pura o de
inversién mixta y los divisores sintéticos de Newton. En esta coincidencia
la que nos permite proponer una metodologia diferente para resolver
esta clase de problemas.

9  Radl Coss Bu (Tecnolégico de Monterrey), se confunde al denominar este
procedimiento algoritmo de James T. C. Mao [1], pdgina 80. Realmente,
el propio James T. C. Mao reconoce que utiliza el método general de D.
Teichroew, A. Robichek y M. Montalbano. [4], pdgina 173.

10  El primero de ellos aparece resuelto en el libro de Coss Bu [1], pdgina 82.

Allf es resuelto por tanteo.
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