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Modelos de crecimiento de poblaciones
bioldgicas: Un enfoque de dinamica de
sistemas

Simulation of the dynamics of biological populations:
A Systems dynamic approach

Giampaolo Orlandoni Merli*

Resumen

La administracién de los recursos renovables ha estado fundamentada en el concepto de
mdximo rendimiento sustentable, segin el cual el inventario de los recursos biolégicos no
puede sobreexplotarse sin una pérdida final de productividad. Este concepto se basa en
esquemas de crecimiento biolégico. El objeto de este trabajo es presentar algunos modelos
de crecimiento bajo el enfoque de dindmica de sistemas, lo cual permite estudiarlos
mediante simulacién y andlisis de sensibilidad. Se presentan los principios del modelaje de
ecosistemas, los modelos cldsicos de crecimiento (exponencial y logistico) y en anexo, los
fundamentos de la dindmica de sistemas.

1. Introduccion

La Ecologia puede definirse como el estudio de sistemas a un nivel en
el cual, los individuos o todos los organismos, pueden considerarse
como elementos de interaccidn, ya sea entre ellos mismos o con una
matriz ambiental ampliamente organizada; por eso la Ecologia puede
entenderse como la Biologia de los Ecosistemas (Margaleff, 1971).

En este articulo, se plantea el estudio de modelos de poblaciones
bioldgicas segiin el enfoque sistémico y, especificamente, a través de
la metodologia de dindmica de sistemas; su implementacién se logra
mediante el uso del soffware apropiado para la simulacién de sistemas
continuos.
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2. Modelaje en ecosistemas

Un sistema puede considerarse como cualquier fenémeno compuesto,
al menos, de dos elementos separados, entre los cuales existe cierta
interaccién (Hall and Day, 1977). El estudio de los sistemas de la
naturaleza comienza en el dmbito de organismos individuales y va
ascendiendo en complejidad. Asi, un conjunto de individuos de la
misma especie define una poblacién; una poblacién, junto con otras
poblaciones de animales y plantas, con las que interactda y comparte
un ambiente, forman una comunidad; las comunidades, junto con los
elementos no vivientes, conforman los sistemas ecoldgicos o ecosistemas,
los cuales incluyen el terreno con caracteristicas de continuidad geogréfica
y geoldgica. El nivel de ecosistema permite analizar las interacciones
entre sus elementos, lo cual es de gran importancia para entender los
problemas ambientales.

Para comprender la naturaleza de los ecosistemas, su
funcionamiento y asi, poder predecir su comportamiento, es conveniente
construir modelos o abstracciones de la realidad, lo cual puede hacerse
siguiendo un enfoque cientifico reduccionista (modelos analiticos) o
segiin el enfoque de sistemas (modelos de simulacion).

El modelaje analitico se refiere a determinados procedimientos
matemdticos que tratan de obtener soluciones exactas a partir de un
conjunto de ecuaciones que intentan representar al sistema en estudio.
Este enfoque ha sido usado extensivamente en biologia de poblaciones,
en genética poblacional y en el desarrollo de programas de manejo de
poblaciones. Ha sido menos utilizada en el estudio de los ecosistemas
globales debido a su gran complejidad y a la dificultad de traducir las
interacciones existentes entre sus elementos, a expresiones matematicas
tratables.

En general, una ecuacién es una simplificacién del sistema
en estudio; asi, muchos modelos poblacionales suponen que la tasa
intrinseca de crecimiento es constante, a lo largo del periodo de interés,
lo que puede ser correcto bajo ciertas condiciones, permitiendo ello el
uso de métodos matemdticos. Dicha tasa puede cambiar de naturaleza
debido a factores que estdn en funcién de la densidad poblacional y del
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medio ambiente. Pero, ir desde ecuaciones que asumen tasas constantes,
a ecuaciones que incorporan cambios en dichas tasas a lo largo del
tiempo, puede implicar expresiones matemdticas tan complejas que se
hacen intratables analiticamente.

Una manera de enfrentar esas dificultades es recurrir al modelaje de
simulacion. Este enfoque numérico no proporciona soluciones exactas,
pero permite analizar cualquier tipo de ecuaciones lineales y no lineales,
con lo cual se puede incluir en el modelo, mayor niimero de relaciones
que permitan representar, mds fielmente, el fendémeno bajo estudio.

El proceso de modelaje de ecosistemas requiere seguir un conjun-
to de pasos, que a continuacion se resumen (Shoemaker, 1977):

1. Definir las variables que intervienen en el modelo
a) Las variables de estado (Y) describen el estado o condicién
de un ecosistema; por ejemplo, densidad poblacional,
concentracién de nutrientes, biomasa vegetal. Si hay mds de
una variable de estado Y=(Y,, Yz,...,Yp), se define un modelo
multidimensional; asi, en general, es necesario subdividir la
poblacién de plantas y animales en 6rdenes, especies, clases
etéreas dentro de una especie, y asignar una variable de estado
a cada categoria, lo cual define un modelo multidimensional.
b)  Las variables de flujo (F) representan las tasas de movimiento
de material o biomasa entre los factores descritos por las
variables de estado de los ecosistemas en estudio. Ejemplos: (i)
el movimiento de individuos de una clase etérea a otra, dentro
de una poblacién; (ii)la depredacién, que representa un flujo
material y de energfa entre dos componentes de un ecosistema
(predador y presa). La simbologia utilizada es la siguiente:
F, ., representa la tasa de flujo entre las variables Y, y Y; F |
representa el cambio en la variable Y, pero que no resulta de
flujos provenientes de otras variables.

2. Definir las interrelaciones entre las variables de estado del modelo
Es necesario determinar las principales interrelaciones entre
las diferentes variables de estado (Y) que definen el ecosistema
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en estudio; ello puede facilitarse mediante el uso de diagramas
conceptuales.

a)

En el caso de una sola variable de estado, si Y, representa la
poblacién en estudio, entonces F | | representa el incremento
neto en la biomasa de la poblacion, lo cual no es mds que la
tasa neta de crecimiento 1, por el nimero de individuos Y, es
decir, F(H) =rY,.

Un sistema mds complejo estd formado por dos variables: Y|
(poblacién presa) y Y, (poblacién predadora: se alimenta de
Y ). En este caso es necesario considerar las siguientes variables
de flujo: F | : tasa neta de crecimiento de la poblacién presa.

(N

F,,: tasa neta de crecimiento de la poblacién predador. F ,:

tasa a la cual la biomasa presa es consumida por la poblacién

predadora. F, : no estd definida en este caso, pues no hay

flujo desde Y,aY,.

Desarrollar las ecuaciones del modelo
Es necesario desarrollar las ecuaciones para cada uno de los flujos
que se consideran. Se pueden presentar dos casos:

a)

Modelo unidimensional. Cuando la tasa de crecimiento es
constante, el incremento neto de la poblacién es igual a F | | =
1Y . Por el contrario, cuando la tasa de crecimiento depende
de la densidad poblacional -a medida que ésta aumenta, la tasa
r disminuye, debido a limitaciones en alimento y hacinamien-
to-, se puede establecer una relacién de tipo logistico F(M)z
r(Y)Y = [r(1-Y /K)]Y,, donde K representa la capacidad de
carga del ambiente (médxima densidad poblacional que puede
soportar el ambiente).

Modelo multidimensional. Los flujos F =~y F,, pueden
modelarse como en el caso unidimensional, dependiendo de
que las tasas de crecimiento sean constantes o no. El flujo F |
representa la tasa de depredacién y es funcién de la densidad
poblacional, predador y presa. Si se supone que la presa
consumida es una fraccién constante de la densidad de presa

encontrada, entonces se tiene: F(] )= A(BPY1)Y2’ donde A es
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tasa de consumo (fraccién de presa encontrada y consumida)
y B, es la tasa de busqueda del predador (drea buscada por
el predador por unidad de tiempo). El nimero de presas
encontradas es igual a B Y.

La capacidad de consumo del depredador es finita. Si la densidad
de poblacién presa es tan grande que AB Y, excede la capacidad
de consumo del predador, la ecuacién antérior sobreestima la tasa
de depredacidn; en este caso, debe modificarse la tasa de consumo
A, para disminuir la fraccién de consumo a medida que la presa
se hace mds abundante y los predadores menos hambrientos. Si
la densidad de presa es alta, la fraccién de consumo puede aproxi-
marse por: A(y)= A[K/(K+Y )]. Pero sila densidad de presa es baja
respecto al valor de K, los predadores no se sacian y A(y) se hace
aproximadamente igual a A, la tasa mdxima de consumo.

Al aumentar Y, y acercase a los limites de capacidad de los
predadores, la fraccién A(y) disminuye. Cuando Y =K, entonces
A(y)= A/2, por lo que la tasa de depredacién modificada queda
igual a F(1,2) = A(y)BPYlY2 = ABP[K/(K+Y1)]Y1Y2

Simular el sistema modelado

Si el modelo que representa al ecosistema en estudio, se ha definido
bajo el enfoque sistémico, es conveniente simular el sistema, inclu-
yendo posibles andlisis de sensibilidad con relacién a pardmetros
relevantes, y estudiar los resultados sobre la base de tales analisis.

3. Modelos de crecimiento poblacional

El manejo de los recursos naturales renovables se ha basado en el concepto
de mdximo rendimiento sustentable, segin el cual el inventario de
recursos no puede sobreexplotarse sin una pérdida final de productividad.
Este concepto se fundamenta en un modelo de crecimiento bioldgico,
en el cual se plantea que a cualquier nivel poblacional, menor que un
cierto nivel K (indicativo de la capacidad de carga ambiental o nivel
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de saturacién), existe una sobreproduccién que puede ser cosechada
indefinidamente sin alterar el nivel de inventario (Clark, 1976).

Ahora bien, si no se cosecha ese superdvit de produccién,
entonces se genera un aumento en el nivel de inventario, que finalmente
alcanza la capacidad de carga ambiental K, punto en el cual se anula la
sobreproduccién. Como el exceso de produccién se iguala al rendimiento
sustentable para cada nivel de poblacién, entonces el punto de méximo
rendimiento sustentable se alcanza en el nivel poblacional N, para el
cual dicho exceso de produccién es maximo (coincide con el punto en el
cual se maximiza la tasa de crecimiento poblacional).

Los modelos que explican la explotacién de los recursos biolégicos
se basan en una estructura de ecuaciones diferenciales del tipo 4Y/dt=
F(Y)-h(t), donde Y representa el tamafo de la poblacién en t, F(Y) indi-
ca la tasa de crecimiento poblacional y h(t) representa la tasa de cosecha
(harvesting rate).

El comportamiento dindmico de la poblacién depende de la
relacién entre ambas tasas F(Y) y h(t). El nivel poblacional declina, si
F(Y)< h(t), pues dY/dt< 0. Mientras que, si F(Y)= h(t), la poblacién
se mantiene en un nivel constante, pues 4Y/dt= 0; ello significa que la
tasa natural de crecimiento F(Y) se iguala con el valor del rendimiento
sustentable que puede ser cosechado, manteniéndose un nivel poblacional
constante. Asi, para poder disenar modelos de planificacién de manejo
de los recursos renovables es fundamental especificar los modelos de
crecimiento poblacional adecuados en cada caso.

Uno de los hechos fundamentales de la dindmica poblacional es el
potencial de crecimiento exponencial (Caswell, 1988), popularizado por
Malthus, quien en 1798 en su obra Essay on the Principle of Population,
estableci6 que una poblacién sin restricciones se incrementaria
geométricamente. Ahora bien, las poblaciones no pueden mantener
indefinidamente este crecimiento exponencial, plantedndose los
modelos de crecimiento poblacional restringido o modelos logisticos,
deducidos por Pierre Verhulst en 1838. Luego siguieron extensiones a
los casos de competencia entre especies diferentes, y de interaccién tipo
predador-presa (Lotka, 1924; Volterra, 1926; Gause, 1934; Kostitzin,
1939). Basdndose en los trabajos de Lotka, se desarrollaron modelos
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que consideran a la poblacién clasificada por grupos de edad, para asi
resolver la limitacién de los modelos que tratan a todos los individuos
de la poblacién en forma idéntica.

Todas las teorfas ecolégicas respecto a las poblaciones y a las
comunidades tienen que ver, de una u otra manera, con sus tamafos,
cémo crecen o decrecen, si presentan un crecimiento estable o si fluctian,
cémo responden a los cambios ambientales y cémo influyen en los
cambios en el ambiente de otras poblaciones. El objetivo de este trabajo
es desarrollar los modelos de crecimiento poblacional mds importantes
desde el punto de vista de la dindmica de sistemas. Especificamente, se
tratardn los modelos de crecimiento exponencial, crecimiento logistico
y de interaccién de especies.

3.1. Modelo de crecimiento exponencial

En 1798, Malthus planteé que una poblacién sin restricciones se in-
crementarfa geométricamente; su modelo se basa en los supuestos mds
elementales posibles y provee el punto de partida para el estudio de la
dindmica de las poblaciones (Malthus, 1798).

Todos los organismos tienen tasas de crecimiento potencial
elevadas, por lo que en sus etapas tempranas de crecimiento presentan
dindmicas caracterizadas por feedback positivo. Sise asume una poblacidn,
con tasas de natalidad (n) y de mortalidad (m) independientes del
tamano de la poblacién, pero proporcionales a ella, el cambio temporal
en N viene dado por: dN/dt = (n-m) N = rN.

Si el tamano inicial de la poblacién en t=0 es N , entonces [In(N )-
In(N )]=rt, por lo que la ecuacién de crecimiento exponencial se hace
igual a N=Ne", donde N es el estado inicial del sistema (tamafo de
la poblacién en el tiempo inicial t ), N es el estado final del sistema
(tamano de la poblacién en el tiempo final t), r es la diferencia entre
la tasa media de natalidad y la tasa media de mortalidad (tasa neta de
crecimiento), y t es el tiempo desde el estado inicial hasta el estado final
(Edelstein, 1988; Duek y Orlandoni, 1995).

El proceso descrito es deterministico, es decir, se asume que en
un instante dt, cada individuo produce la fraccién rdt de nuevos indivi-
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duos. (El correspondiente modelo estocdstico asume que en el intervalo
dt un individuo produce un descendiente con una probabilidad rdt, y
hay una probabilidad 1-rdt de no generar descendientes).

Con este modelo puede estudiarse el comportamiento de una
poblacién bajo los siguientes supuestos o restricciones: (1)El modelo
considera sélo los nacimientos. (2)La tasa reproductiva es igual para
cada individuo y constante durante toda la edad reproductiva. (3)No
hay interaccién entre los individuos. (4)El espacio y los recursos que
consumen los organismos son ilimitados. Estas condiciones sélo se
dan en ciertos casos de poblaciones que experimentan un gran boom
estacional (por ejemplo, el florecimiento de las algas), o al principio de
una “colonizacién”, y sélo por cortos periodos de tiempo.

La representaciéon del modelo de crecimiento exponencial
mediante diagramas de dindmica de sistemas, requiere expresar la
ecuacién diferencial 4N/dt = (n-m)N, como una ecuacién en diferencias
finitas de primer orden (Forrester, 1961; Orlandoni, 1991; Duek y
Orlandoni, 1995):

N, =N_, +dt (AN) = N_ +de(n-m)N,

Esta ecuacion se ilustra en la figura 1, en el cual N representa el nivel
poblacional en cada instante t, TN y TM representan la natalidad y la
mortalidad segtin las tasas porcentuales de natalidad y mortalidad n y m
respectivamente (pn y pm en el diagrama); ambas variables, TN y TM
son variables de flujo (representan el cambio en la poblacién N por uni-
dad de tiempo t). Las tasas porcentuales de natalidad y mortalidad son
pardmetros que permanecen constantes durante el periodo de andlisis
(Véase Anexo 2, Modelo 1).

3.2. Modelo de crecimiento logistico

Malthus, ya a fines del siglo XVIII, plante6 el modelo de crecimiento
exponencial precedente y concluyé que, como la poblacién aumentaba
geométricamente y los recursos s6lo aritméticamente, habia un limite
natural al crecimiento de la poblacién (Malthus, 1798). Medio siglo

122
Economia, XXII, 13 (1997)



Modelos de crecimiento de poblaciones..., pp. 115-146

O—— )

ol

™ Thi

pim
pn

Figura 1. Modelo de crecimiento exponencial

después, Darwin cred el concepto Severe Struggle for Existence para
explicar este fenémeno. Es decir, en condiciones ideales una poblacién
debia crecer exponencialmente, pero la existencia de otras especies y lo
limitado de los recursos, generaba en ellas una severa competencia que
llamé “lucha por la existencia”. No todas las especies estaban igualmente
capacitadas, y cred el concepto de aptitud de adaptacién (fizness) para
expresar la calidad de la relacién entre cada organismo y su ambiente
(conjunto de todos los factores externos que pueden influenciar a los
organismos durante su vida). Esta medida de la calidad de relacién entre
el organismo y su ambiente estaba determinada por factores tales como:
fertilidad, habilidad para conseguir alimento, habilidad para evitar
peligros, etc. Darwin, ademds postulé que estas caracteristicas, ese fizness,
era hereditario, transmitiéndose a los descendientes, de generacién en
generacion. Luego, si los individuos de una poblacién tienen mads frzmess
que los individuos de otra poblacién, los primeros podrian aumentar
su nimero mds rdpidamente, teniendo una mejor oportunidad para
sobrevivir y procrear individuos como ellos; habria asi una seleccién
natural de los organismos.

La objecién a la ecuacién de crecimiento exponencial es que,
para r>0, la poblacién se incrementa explosivamente, mientras que
si 1<0 la poblacién decrece hacia la extincién, fluctuando alrededor
de un valor finito, si r=0; pero es evidente que nunca alcanza valores
infinitos. Usualmente se denomina resistencia ambiental al conjunto
de factores ambientales que limitan el crecimiento de una poblacién
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(reduccidn en la tasa de natalidad, incremento en la tasa de mortalidad).
El tamano mdximo (expresado en individuos, biomasa, energia, etc.)
de una poblacién permitido por un cierto ambiente se conoce como
capacidad de carga de ese ambiente. La capacidad de carga varia, no
s6lo en funcién de las variables ambientales, sino también con relacién
a los atributos de la poblacién considerada. Representando este tamafo
méximo por K (corresponde a la N mdxima para un ambiente dado),
se deduce el modelo logistico bésico, en el que se establece una tasa de
crecimiento poblacional en funcién de la densidad de la poblacién, es
decir, F(N)= dN/dt = r(N)N, siendo r(N) = r (1-N/K); esto genera la
ecuacién logistica, que se expresa como dN/dt = r N[1-(N/K)].

La relacién anterior puede descomponerse de la siguiente manera,
dN/dt = r N-(r /K)N?= rON-sz; como se observa, el lado derecho de la
ecuacién estd formado por dos términos: el primero, r,N, que representa
la tendencia de la poblacién a crecer exponencialmente a una tasar, y el
término bN?, cuyo papel es reflejar la reduccién poblacional causada por
conflictos entre individuos de la misma especie (efecto competencia).

La figura 2 ilustra la relacién entre el potencial biético, la curva de
crecimiento exponencial, logistico y la resistencia ambiental (Boughey,

1973).

l Capacidad
de Carga(K)

Resistencia
ambiental
(dN/dt)=roN

(dN/dt)=roN[(K-N)/K]

No

v

Figura 2.Curva de crecimiento logistico
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La relacién entre poblacién, tasa neta de cambio poblacional,
nacimientos y competencia, se ilustra en la figura 3.

LAZD POSITIVOD

TASA META DE CAMEID POBLACION
POBLACIONAL {dh/dh) (M)
NACIMIENTOS
(rM)
LAZO NEGATVO @
COMPETENCIA
(bh2)

Figura 3. Esquema causal del modelo logistico

El esquema causal de la figura 3 muestra las relaciones entre los
elementos que definen el modelo logistico, interpretado desde el punto
de vista de dindmica de sistemas. Dicho esquema se compone de dos
lazos, uno positivo (el aumento en poblacién hace que aumenten
los nacimientos, lo que a su vez incrementa la tasa neta de cambio
poblacional), que representa la tendencia que tiene la poblacién a crecer
exponencialmente, y otro lazo negativo (el aumento en poblacién hace
que aumente la competencia, lo cual reduce la tasa neta de cambio
poblacional, disminuyendo el nivel de la poblacién), que refleja los
efectos que frenan el crecimiento, debidos a la competencia entre los
componentes de la poblacién.

En la ecuacién exponencial, r es un pardmetro independiente
del tamafo de la poblacién, distinto para cada poblacién y situacién
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considerada; en este contexto r se denomina pardmetro malthusiano, y
su valor mdximo (r), en una poblacién dada, se conoce como potencial
bidtico de esa poblacién. En la familia de funciones determinadas por
la ecuacién N= N et la Gnica variable independiente es t, (N0 y I son
pardmetros); esta ecuacion estd definida sélo para una poblacién con
una estructura estable por edades, con tasas de natalidad y mortalidad
constantes.

Cuando r se hace dependiente del tamafio de la poblacién (y por
tanto del tiempo) su valor cambia con las fluctuaciones de la poblacién.
De manera que r toma el valor r(t) en el intervalo (;t+dt) y esto define
la ecuacién logistica. El razonamiento que sustenta esta ecuacién es
simple: la poblacién se incrementa, pero a medida que aumenta la
densidad poblacional, disminuye la tasa de crecimiento hasta detenerse
al llegar a una densidad méxima definida. Ahora, en el modelo logistico,
la tasa de crecimiento exponencial r, ha sido reemplazada por (r-bN),
una funcién lineal de N, siendo b el pardmetro que expresa en qué
grado la densidad poblacional hace disminuir la tasa de crecimiento de
la poblacién. Cuando esta tasa de crecimiento se hace cero, la poblacién
cesa de crecer y el tamafio N de la poblacién representa la capacidad de
carga del ambiente (N = K).

El modelo logistico se basa en los siguientes supuestos : (1)La po-
blacién tiene una estructura estable por edades. (2)La tasa de variacién
(dN/dt) decrece en una cantidad constante y en forma instantdnea. (3)
El ambiente no se modifica y la capacidad de carga K es constante. (4)
La congestién afecta igualmente a todos los individuos.

Este modelo de crecimiento puede plantearse de varias maneras:

1. Definiendo la ley logistica de crecimiento, como se ve en la figura
4 (Véase Anexo 2, Modelo 2):

2. Formulando relaciones empiricas, basadas en datos de poblaciones
especificas, en las que se definen las tasas de crecimiento o
decrecimiento en funcién de la densidad poblacional; por ejemplo,
puede definirse la fraccién de mortalidad como una funcién directa
del tamafo poblacional: m= f(N), f’> 0; el punto en el cual la
fraccién de decrecimiento supera a la fraccién de crecimiento, se
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denomina punto de inflexién de la curva (punto en el que se produce
el méximo crecimiento neto); alli, el proceso de feedback positivo
asociado con el crecimiento de la poblacién, comienza a perder su
dominancia,a favor del proceso de feedback negativo relacionado
con el decrecimiento poblacional; la poblacién continta creciendo,
pero a una tasa neta menor y cada vez mds baja, hasta que se detiene
en el estado estacionario (punto en el que N=K).

-]
(3 "1 . Mo POBLACION
CR : CRECIMIENTO METD
CR r o TASA DE CRECIMIEMTOD
Ko MAKIMO MIVEL POBLACIONAL

K r
1000004 —2—2—2—2—1—2-1
1/ 600
A
50,000 ; 1 400 —CR
—K
200
1
—_ .
0 100 200 300 0 100 200 300

Figura 4. Modelo de crecimiento logistico. (Parametros: K=100.000; r=0.03; No=1000; t=300)

3.

Especificando relaciones causales entre la poblacién y el sustrato
alimenticio (la tasa de crecimiento depende directamente de los
recursos disponibles para la poblacién). Suponiendo que la tasa de
reproduccién r es proporcional a la concentracién de nutrientes o
alimento C, (r=kC), y que el incremento de la poblacién en una
unidad requiere el consumo de b unidades de nutriente, entonces
el sistema poblacién-nutriente puede representarse por el siguiente
par de ecuaciones, representadas en la figura 5 (Véase Anexo 2,

Modelo 3):
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kCN

Ecuacién de la poblacién: dN/dt =N, .
-bkCN,

Ecuacién del nutriente: dCldt = -b(dN/dr)

Se deduce entonces la ley de crecimiento poblacional siguiente
N =K/[1+((K/N )-1)]e™, siendo N_ la poblacién inicial; r=(kC ),
la tasa intrinseca de crecimiento; y K=(Co/b), la capacidad de
carga (concentracién inicial de alimento por el rendimiento). Asi,
el supuesto anterior equivale a formular la tasa de reproduccién
en funcién de la densidad poblacional, siendo r(N)=k(C -bN)
(Edelstein, 1988).

Figura 5. Modelo logistico con nutriente
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El patrén del modelo logistico exhibe una transicién suave desde el
estado de crecimiento al estado estacionario, punto en el cual cesa
el crecimiento. En muchos sistemas no se verifica esa transicién
suave; por ejemplo, las semillas plantadas en suelo arenoso crecen
rapidamente al principio, pero luego se marchitan y mueren,
debido a la escasez de agua y de nutrientes. En estos casos es
necesario definir nuevos modelos, como el modelo de crecimiento
con colapso y el modelo de crecimiento con oscilaciones.
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a)  Modelo de Crecimiento con Colapso:

La fase de crecimiento de este modelo se asemeja al patrén de
crecimiento del modelo logistico: hay un crecimiento rapido
al inicio, seguido de un desaceleramiento a medida que el valor
de la variable de estado se acerca a su nivel mdximo; luego
de alcanzar este maximo, se inicia la fase de decrecimiento y
colapso, pues cambia la el dominio del estado de crecimiento
al estado de decrecimiento. En la figura 6, se da un ejemplo en
el cual el crecimiento de la poblacién (N) estd condicionado
por la disponibilidad de alimento (ALMN), que se va
agotando a una tasa definida por el flujo (CONS); la fraccién
de mortalidad depende de esa disponibilidad de alimento (se
trata de algun tipo de recurso no renovable: a medida que el
recurso desaparece, el flujo de decrecimiento domina al flujo
crecimiento). Como se ve en la figura 7, la curva de poblacién
crece hasta llegar a un maximo, para luego decrecer y colapsar,
con el agotamiento del alimento (Véase Anexo 2 y Modelo 4).

M
3 = ; \_16 P
u
MATL MORT
fh
ALMR

E:;N (_:'),.f ‘ fm

COMS DA

Figura 6. Modelo de crecimiento con colapso
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Figura 7. Ejemplo de crecimiento con colapso
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b)

Modelo de Crecimiento con Oscilacion

Muchos sistemas naturales tienen un patrén de crecimiento
oscilatorio, que se ubica entre la estabilidad total del modelo
logistico y la inestabilidad del modelo con colapso; ejemplos
de ello es el movimiento del péndulo, los ciclos estaciénales,
el comportamiento del sistema predador-presa.

El movimiento oscilatorio viene causado por un patrén
repetitivo de cambios en la dominancia de los flujos asociados
con cada nivel, es decir, cuando a una estructura de crecimiento
y colapso se le sobrepone una estructura que representa un
recurso que puede renovarse répidamente. Los movimientos
oscilatorios pueden ser de tipo sostenido, convergente o
divergente. En la figura 8, se presenta el diagrama que
genera un patrén oscilante convergente, y los resultados de la
simulacién se ven en la figura 9 (véase Anexo 2, Modelo 5).
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Figura 8. Modelo de crecimiento con oscilacion

1: ALhdM

ST6.01 =
26778

403,00 |
23389

[N

:
400.00 /
00 00=1

SN

T
oo 13.25

T
25.50

T 1
3775 S0.00

Figura 9. Ejemplo de crecimiento con oscilacion

3.3. Modelo de crecimiento con interaccion de especies

Los modelos poblacionales con interaccién de especies que se consi-
deran en este trabajo son del tipo predador-presa; especificamente se
analizan los siguientes modelos:
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1)

Modelo general predador-presa, los supuestos de este modelo son
los siguientes: (1) La presa (P) crece sin limites, en ausencia de
los predadores (D); si D=0, entonces dP/dt=aP. (2)Los predadores
mueren en ausencia de las presas; si P=0, entonces dD/dt = 0. (3)
La natalidad de los predadores estd directamente relacionada con el
consumo de las presas b,(DP). (4)El consumo de presas por parte
de los predadores es proporcional al nimero de contactos entre las
dos poblaciones -b (DP).

Sobre la base de estos supuestos se construye el modelo bdsico
predador-presa, el cual consta de dos ecuaciones diferenciales
(Edelstein, 1988):

dP/dt= a P-b (PD)
dD/dt= -a,D+b,(DP)

En la figura 10 se explica el modelo predador-presa, bajo el enfo-
que de dindmica de sistemas; se observa la presencia de dos lazos
positivos y dos lazos negativos, que definen la dindmica del sistema
estudiado.

PRESA
/G_> (PS) <_®\:
NATALIDAD MORTALIDAD
PRESA PRESA
/@’ (b1T"PSTPR)
PREDADOR
/@> o ‘_®\
MORTALIDAD
NATALIDAD \®)
PREDADOR ‘@/ F'R(EEAP%?R
(b2*PS*PR) a

Figura 10. Esquema causal predador-presa
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2)  Modelo predador-presa con crecimiento logistico: este modelo es una
extension del anterior, incluyendo como restriccién adicional el
crecimiento logistico de la poblacién presa:

dP/de= a (1-P/K)P-b, (PD)
dD/de= -a,D+b (DP)

En la figura 11 se muestra el diagrama correspondiente a este
modelo: se tienen dos variables de nivel, (poblacién presa (PS)
y predador (PR)), con sus correspondientes flujos de natalidad
y mortalidad. La interaccién de las dos especies, produce un
comportamiento oscilatorio convergente debido al crecimiento
logistico de la poblacién presa (véase Anexo 2, Modelo 6).

PS

NATPS MORTPS :

FRMI

MORTPR

o 20 40 |=u) [=iu} 100

Figura 11. Modelo de interaccion predador-presa
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4. Anexo

A.1. Principios de dindmica de sistemas
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El estudio de los modelos de ecosistemas, segtn el enfoque sisté-
mico (especificamente a través de la metodologia de dindmica de
sistemas) se logra mediante el uso de soffware apropiado para la
simulacién de sistemas continuos. Se presenta, a continuacién, un
breve resumen de la teorfa de dindmica de sistemas.

La dindmica de sistemas es una metodologia de andlisis que estudia
de qué manera la estructura de retroalimentacién de un sistema
genera su comportamiento dindmico; es decir, trata de describir
las fuerzas que surgen internamente en el sistema analizado para
generar los cambios que en él se producen a lo largo del tiempo, y
de qué forma se interrelacionan dichas fuerzas (Forrester, 1961).
En otras palabras, la dindmica de sistemas construye modelos dina-
micos para predecir efectos a largo plazo de decisiones alternativas.
Para ello procede como sigue:

a)  Observa el comportamiento del sistema real, identificando sus
elementos fundamentales.

b) Busca en el sistema las estructuras de retroalimentacién que
puedan explicar su comportamiento observado.

c) Construye modelos matemdticos del comportamiento del
sistema para poderlo simular en un computador.

d) Valida, modifica y analiza el modelo, ante diferentes escenarios.

Los andlisis de dindmica de sistemas se caracterizan por estudiar al
sistema en forma continua, considerandose asi los eventos de ma-
nera agregada (los eventos individuales y discretos del sistema no
son relevantes). La dindmica de sistemas se concentra en las tasas de
cambio de las diferentes magnitudes o niveles que intervienen en el
ecosistema estudiado.

El proceso de modelaje segin el enfoque de dindmica de sistemas,
se centra en la visién global (¢lobal view) del problema en estudio,
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progresando desde la conceptualizacién y llegando a los detalles de
formulacién de ecuaciones y pruebas del modelo. La esencia de la
visién global se basa en dos supuestos interrelacionados, que son: la
busqueda de objetivos del sistema (goal-seeking), y la estructura de
retroalimentacién del sistema (feedback structure).

La basqueda de objetivos requiere la existencia de la estructura de
retroalimentacién, que es un proceso circular, en el cual cualquier
desviacién de las condiciones actuales respecto de las condiciones
deseadas estimula acciones para que tales condiciones regresen al
estado deseado. La figura 12 muestra esquemdticamente esta idea:

Condicién

l (nivel)

Accion

Condicién
deseada

Discrepancia

Figura 12. Estructura de feedback de un sistema

Este punto de vista se denomina estructura interna de retroalimen-
tacién y conlleva a la idea de que el comportamiento del sistema
no es producto de impactos externos, sino de la forma cémo la
estructura de retroalimentacién del sistema procesa esos impactos.
Esto implica, a su vez, considerar dos nuevos enfoques:

1. Cambio de modelaje discreto a modelaje continuo: los lazos
de retroalimentacion y las actividades de busqueda de objeti-
VOs son continuos en su operacion.

2. Cambio de la perspectiva de equilibrio estdtico a desequilibrio
dindmico: la causalidad no es un concepto lineal sino circular,
lo cual lleva a la idea del comportamiento desequilibrado del
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sistema. Si el sistema estd en equilibrio no hay discrepancia
entre el nivel actual y el deseado, por lo que no hay cambios,
mientras que la bisqueda de objetivos implica un cambio
constante.

Los aspectos principales del enfoque de dindmica de sistemas son:
(a)determinar los limites apropiados para decidir los elementos que
se van a incluir en el sistema en estudio, (b)pensar en términos
de relaciones tipo causa-efecto y (c)centrarse en las relaciones de
retroalimentacién entre los componentes del sistema.

Una de las ideas fundamentales en el enfoque de dindmica de
sistemas estd en considerar la estructura del sistema como una red
causal de lazos de retroalimentacion (feedback loops), que explica el
comportamiento de los elementos del sistema a lo largo del tiempo.
Hay dos tipos de retroalimentacién:

a)

Retroalimentacion positiva: si una magnitud comienza a
crecer, se produce un efecto “bola de nieve”, es decir, esa
magnitud sigue creciendo, generalmente, a una tasa mds
ripida. Un crecimiento exponencial se produce, por ejemplo,
cuando al aumentar la poblacién total, aumenta el nimero
de nacimientos, esto produce un aumento mayor de la
poblacién y, a su vez, un aumento, ain mayor, en el niimero
de nacimientos.

Retroalimentacion negativa: los lazos de retroalimentacién
negativa tienden a mantener el sistema bajo control,
produciendo comportamientos estables debido al principio de
autorregulacién. El equilibrio en un lazo negativo es estable: el
sistema tiende al equilibrio luego de producirse perturbaciones.
Por ejemplo, el aumento en la poblacién total trae como
consecuencia un incremento de la mortalidad; esto lleva a una
disminucién en el nivel de la poblacién, que a su vez produce,
con cierto retardo, una disminucién en la mortalidad. Esta
disminucidn se traduce en un posterior aumento poblacional,
que a su vez conlleva a un nuevo aumento en la mortalidad.
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Los componentes bdsicos de un sistema segun el enfoque de dina-
mica de sistemas son:
Las variables, que pueden ser variables de nivel y variables de

1.

flujo:
a)

b)

Variables de nivel o de estado. Los niveles representan
la acumulacién de recursos en el sistema a lo largo del
tiempo, como resultado de la diferencia acumulada
entre los flujos de entrada y los de salida para dicho
nivel. Representan el estado del sistema en un momento
dado.

Variables de flujo. Estas representan el flujo de material o
energia desde o hacia un cierto nivel, determinando los
cambios en dichas variables por unidad de tiempo.

Las ecuaciones. Un modelo de dindmica de sistemas se compo-
ne de ecuaciones de nivel y ecuaciones de flujo:

a)

Ecuaciones de nivel: las ecuaciones de nivel son las
ecuaciones integrales del sistema; relacionan una
magnitud o recurso en el tiempo t con su valor en el
periodo anterior (t-1), y con su tasa de cambio, en el
intervalo de cdlculo (¢t-1;t). Es decir:

1

Nivel = Nivel | + dtTasa

t-15t)

En el ejemplo del crecimiento poblacional se tiene:

Poblacién, = Poblacién , + dt (Natalidad - Mortalidad) | ,

b)

Ecuaciones de flujo: son ecuaciones que determinan el
comportamiento del sistema y estdn asociadas a las va-

riables de flujo.

A continuacién (Figura 13), se presenta un simil hidrdulico de la

ecuacidn diferencial fundamental de dindmica de sistemas. Se tiene

un tanque de agua (nivel N), que se llena segtin un flujo de entrada
E, y se vacia segin un flujo de salida S (Forrester, 1961):
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Entrada de agua

S (m¥/s)

Salida de agua

Figura 13. Simil hidraulico de la estructura basica de dinamica de sistemas
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La ecuacién que relaciona el nivel de agua del tanque con los flujos
de entrada y de salida es:

(dN/dt) =N = (E - S)

Si la salida es proporcional al nivel de agua existente en el tanque,
el flujo de salida puede expresarse como S= KN. Entonces:

S=KN =K(E-S)
En forma de ecuacién en diferencias:
S =S+ (E-S)Kde

La ecuacién anterior indica que un aumento brusco en la entrada,
hace que la salida se vaya ajustando en una fraccién (Kdt) del flujo
neto (E-S). La constante K = (1/R) representa la fraccién de ajuste
del sistema: a menor retardo R, mayor es la fraccién de ajuste, y
mds rdpido se adapta la salida a la entrada.

Para simular modelos de dindmica de sistemas, puede usarse len-
guajes de propodsito general, como Basic, Fortran, Pascal y C. Pero
es mucho mis eficiente utilizar lenguajes disenados para tal fin:
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Lenguajes generales de simulacién: estos lenguajes tienen la
capacidad de simular modelos discretos, continuos y mixtos;
como ejemplos se tiene Slam, Siman, Glider.

Lenguajes de simulacién para modelos continuos, siendo los
principales: Dynamo, Stella, IThink, Powersim, Vensim. En este
trabajo se utilizan los lenguajes /7hink y Powersim (Ithink,
1990; Powersim, 1996).

Estos lenguajes de simulacién continua implementan el enfoque de
dindmica de sistemas a través de:

Diagramas: los diagramas esquematizan la estructura
del sistema en estudio, utilizando simbolos predefinidos
(cuadrados, para las variables de nivel, y vdlvulas, para las
variables de flujo).

Modelos: los diagramas conceptuales se traducen a ecuaciones,
definiendo todos sus pardmetros y relaciones.

Simulacidn: permite estudiar el comportamiento dindmico del
sistema, y a la vez, hacer andlisis de sensibilidad y de escenarios,
probando situaciones tipo “deberfa ser” y su efecto dindmico
sobre el sistema modelado.

Enloslenguajes de simulacién continua, las ecuaciones diferenciales
que representan a las variables de nivel, se aproximan, a efectos de
solucién, por ecuaciones en diferencias finitas. A continuacién se
presenta, en forma esquemdtica, el algoritmo general utilizado por
estos lenguajes para resolver este tipo de ecuaciones:

Primera fase: Inicializacion. Comprende: a)listar las ecuaciones

del modelo en orden de evaluacién y b)calcular el valor inicial

para todos los niveles y flujos del modelo.

Segunda fase: Iteracidn. En esta fase se realizan varias operacio-

nes:

a) Estimar las variaciones en las variables de nivel en el
intervalo dt, utilizando los métodos de integracién nu-
mérica (Euler, Runge-Kutta):
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d Nivel Gody = dt Flujo

d (t; t+dr)

b)  Calcular el nuevo valor de las variables de nivel, basdn-
dose en las estimaciones anteriores:

Nivel ., = Nivel +d Nivel _
trdt) t (t; t+dt)

c)  Usar las estimaciones de las variables de nivel para cal-
cular los nuevos valores de las variables de flujo :

Flujo oy = f (Nivel . d())

d)  Actualizar el reloj de simulacién (t=t+dt), deteniendo
el proceso iterativo cuando el tiempo de simulacién sea
mayor que la hora de finalizacién.

5. DPara representar una ecuacién diferencial mediante un diagrama
de dindmica de sistemas es necesario recordar que una variable de
flujo equivale a una derivada temporal, y que una variable de nivel
o estado es una acumulacién o integral de los flujos durante un
periodo de tiempo dt. Si la variable de nivel se denota por S, y la
variable de flujo, por F queda entonces:

®S: =8 - an+ At(F)

F_(St—St—At) ‘dS—F

-jtto‘ds = :;th — 8§ =[I"Fdr

En la figura 14, se da un ejemplo en el cual se analiza un cuerpo
que reduce su temperatura TM segtin un flujo FE, en base a una
fraccién fr:
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Th

@4 = Th : TEMPERATURA

'\_./-/ FE : FLLLJO EMFRIAMIENTO

FE fr FRACCION DE ENFRIAMIENTO

fr

Figura 14. Ecuacion diferencial de primer orden

Las ecuaciones correspondientes a este ejemplo se desarrollan a
continuacion:

TM(¢) = TM (¢ — dt) + (—-FE) * dt
FE = FR*TM

{TM(z) ~TM(t - dt)
dt

} =—FE = —(FR*TM)

Sidt—0: dTTsz(FR*TM)
t

(dTM /. _[_
SOLUCION EXACTA j /TM = j FR* dt
InTM, = -FR*t+C — TM, = TMoe ™"

TM(t) = TM(t — dt) + (—FE) * dt
FE=FR*TM

} =-FE=—(FR *TM)

{TM(t) — TM(t — dt)
dt

Si dt—)O:dz—tM:—(FR*TM)

[dT™M _[_ *
SOLUCION EXACTA j /TM - j FR * dt
InTM, =-FR *t+ C — TM, = TMoe ™"
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La representacién de una ecuacién diferencial de orden superior
mediante dindmica de sistemas requiere transformar dicha ecuacién
en un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden. A
continuacién se ilustra el procedimiento con una ecuacién de
segundo orden:

2
ax +(£)X=0
> \M

Por ser de segundo orden, esta ecuacidn se transforma en un siste-
ma de dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

ax _,

dt
dV:_K)X
dt M

Luego se representan dichas ecuaciones mediante diagramas de
dindmica de sistemas, recordando que las variables de estado X,V
equivalen a los niveles, y las derivadas temporales (dX/dt, dV/dt)
se representan mediante flujos, conectando esos flujos con sus
correspondientes niveles, como se muestra en la figura 15:

i
o it
O——_
Init] 3 =1
b

®

Init[% 1 o ot

k

Figura 15. Ecuacion diferencial de segundo orden
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La figura 16 muestra el movimiento arménico generado cuando se
simula el modelo anterior (véase Anexo 2, Modelo 7):

141 5
141

T2 1005
250 00G

-1a1
-1a1

T T
100 BTS 1230

T
1azs 2400

Figura 17. Simulacion de la ecuacion diferencial de 2° orden. (Parametros: dt=0.125; t=24; Método:

Runge-Kutta-4).

A.2. Ecuaciones de los modelos analizados

1. Modelo de crecimiento exponencial:
N(t) = N(t - dt) + (TN-TM) * dt
INIT N = 1000
TN = pn*N
T™ = pm*N
pn =0.025
pm =0.023

2. Modelo de crecimiento logistico:
N(t) = N(t - dt) + (CR) * dt
INIT N = 1000
CR = r*N*(1- N/K)

K =100000
r=0.03
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3. Modelo de crecimiento logistico con nutriente
C(t) = C(t - dt) + (-dC_dt) * dt
INIT C =1000
dC_dt = b*k*C*N
N(t) = N(t - dt) + (dN_d¢t) * dt
INIT N = 1000
dn_dt = k*C*N
b=0.01
k =0.0001

4. Modelo de crecimiento con colapso:
ALMN (t) = ALMN(t - dt) + (- CONS) * dt
INIT ALMN = 200
CONS = CONS_DIA*N
N(t) = N(t - dt) + (NATL - MORT) * dt
INIT N =10
NATL = fn*N
MORT = N*fm
fn=0.125
CONS_DIA = GRAPH(ALMN)
(0.00, 0.00), (16.7, 0.185), (33.3, 0.315), (50.0, 0.43), (66.7,
0.54), (83.3, 0.635), (100, 0.705), (117, 0.785), (133, 0.845),
(150, 0.9), (167, 0.945), (183, 0.985), (200, 1.00)
fm = GRAPH(ALMN)
(0.00, 0.25), (10.0, 0.2), (20.0, 0.17), (30.0, 0.141), (40.0, 0.117),
(50.0, 0.1), (60.0, 0.08), (70.0, 0.0625), (80.0, 0.0525), (90.0,
0.045), (100, 0.04)

5.  Modelo de crecimiento con oscilacion
ALMN(t) = ALMN(t - dt) + (PROD - CONS) * dt
INIT ALMN = 400
PROD = 160+STEP(40,2)
CONS = CONS_DIARIO*N
N(t) = N(t - dt) + (NATL - MORT) * dt
INIT N = 200
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NATL = fn*N

MORT = N*fm

ALM_PER_CAP = ALMN/N

fn=0.2

CONS_DIARIO = GRAPH(ALM_PER_CAP)

(0.00, 0.00), (0.2, 0.36), (0.4, 0.57), (0.6, 0.725), (0.8, 0.775),
(1, 0.795), (1.20, 0.8), (1.40, 0.8), (1.60, 0.8), (1.80, 0.8), (2.00,
0.8)

fin = GRAPH(ALM_PER_CAP)

(0.00, 0.302), (1.00, 0.265), (2.00, 0.2), (3.00, 0.122), (4.00,
0.0605), (5.00, 0.048), (6.00, 0.032), (7.00, 0.03), (8.00, 0.022),
(9.00, 0.016), (10.0, 0.016)

Modelo interaccion predador-presa logistico
PR =25 -dt*(MORTPR) +dt*(NATPR)
PS = 10 -de*(MORTPS) +dt*(NATPS)
MORTPR = FRMPR*PR

MORTPS = (FRMPS*PS) + (FRMI*IPRPS)
NATPR = (FRNPR*PR) + (FRNI*IPRPS)
NATPS = FRNPS*PS*(1- PS/K)

IPRPS = PR*PS

FRMI = 0.01

FRMPR = 0.3

FRMPS = 0.05

FRNI = 0.01

FRNPR = 0.1

FRNPS = 0.3

K =100

start = 0.0

stop = 100.0

de=0.25

method = RK4 (variable step)

abserr = 0.01

relerr = 0.01
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7. Modelo ecuacion diferencial de segundo orden
V(t) = V(t-dt) + (dV_dt) * dt
INITV =1
dV_dt = - (KIM)*X
X(t) = X(t - dt) + (dX_dt) * dt
INIT X =1
dX de=V
K=1
M=1
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