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Resumen

En esta investigacion se consideran funciones de enlace alternativas a la funcion
logit en el ajuste de modelos de respuesta binomial. El modelo logit es el mas
utilizado en el analisis de datos categdricos con respuesta dicotdmica; sin
embargo, algunas funciones de enlace alternativas pueden ser mas apropiadas en
aplicaciones concretas. Junto al enlace logit, se exploran en este trabajo los enlaces
probit, cauchit, cloglog, loglog, clog y log. Partiendo del modelo binomial saturado,
para cada enlace mencionado, se desarrollan las ecuaciones necesarias para el
computo de los estimadores y de sus varianzas, y se discute su comportamiento
en algunas situaciones, sugiriendo al investigador sobre el modelo apropiado a
seleccionar de acuerdo a los objetivos que persiga.

Palabras Claves: modelos lineales generalizados, funcién de enlace, modelos de
respuesta binomial, estimacion.

Abstract

In this research, alternative link functions to the logit function are considered in
the adjustment of binomial response models. The logit model is the most used
within the analysis of categorical data with dichotomous response; however,
some alternative link functions may be more appropriate in specific applications.
Along with the logit link, the probit, cauchit, cloglog, loglog, clog and log links
are explored in this research. Starting from the saturated binomial model, for each
mentioned link, the necessary equations for the calculation of the estimators and
their variances are developed, and their behavior is discussed in some interesting
situations, suggesting the researcher concerning the most suitable model to select
according to the objectives that are pursued.

Key Words: generalized linear models, link function, binomial response models,
estimation.
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1. Introduccion

Los modelos lineales generalizados constituyen una ampliacion
de los modelos lineales que permiten considerar distribuciones no
normales de los errores (binomial, Poisson, gamma, entre otras) y
varianzas no constantes. Existen variables dependientes, que por
su naturaleza (discreta por ejemplo) no pueden ser consideradas
normales, o bien violan los supuestos del modelo lineal. Los
modelos lineales generalizados ofrecen una alternativa para tratarlos
(Nelder y Wedderburn, 1972; McCulloch y Searle, 2000; Dobson,
2002; Agresti, 2015). En este contexto, los modelos lineales ge-
neralizados apelan a una funcion de enlace, la cual se encarga de
linealizar dicha relacion mediante la transformacion de la variable
respuesta.

Otra de las utilidades de la funcion de enlace es la de conseguir
que las predicciones del modelo queden acotadas. Es por ello que
un aspecto clave para la construccion de un modelo satisfactorio
es la escogencia de una funcién de enlace apropiada, pues esto
garantizara que, independientemente de la entrada, el modelo
producira predicciones en el rango adecuado (Li, 2014). Si la forma
funcional estd mal especificada, entonces las estimaciones de los
coeficientes y las inferencias basadas en ellos, pueden ser engafiosas.

En los modelos lineales generalizados hay funciones llamadas
enlaces canonicos que se aplican por defecto a cada una de las
distribuciones (McCullagh y Nelder, 1989), tal como el enlace logit
para el modelo binomial; sin embargo, existen otras funciones
disponibles que también pueden relacionar las predicciones. A
pesar de que las funciones de enlace canénico garantizan maxima
informacion y una interpretacion simple de los parametros de
regresion, ellas no siempre garantizan el mejor ajuste a un conjunto de
datos dado (Czado y Santner, 1992). Por lo general, la escogencia
de la funcion de enlace es arbitraria, pero si estd mal especificada puede
permitir un sesgo sustancial en los pardmetros de regresion y las
estimaciones de las medias de la respuesta. El logit es la funciéon
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de enlace candnico para datos de respuesta binomial, pero probit
también es popular (McCullagh y Nelder, 1989; Hosmer y Le-
meshow, 2000; Collett 2002), entre otras alternativas que también
son utilizadas.

El investigador tiende a adoptar el enlace logit para respuestas
de datos binomiales, por las ventajas que ofrece al ser la funcion de
enlace canonico y su facilidad para la interpretacion de los resultados
en la forma de logaritmos de posibilidad (log odds) y razones de
posibilidad (odds ratios). Pero, como se ha dicho, la funciéon de
enlace logit no siempre garantiza un buen ajuste para todos los datos
de respuesta binomial. Al respecto, Czado y Munk (2000) afirman
que, en algunas aplicaciones, el ajuste completo del modelo puede
ser mejorado utilizando funciones de enlace no candnicas.

Con base en los argumentos antes sefialados y frente un de-
terminado conjunto de datos, surge entonces la pregunta: ;Cual
funcion de enlace escoger? Partiendo del modelo binomial satu-
rado, en este trabajo se muestra la derivaciéon matematica-ana-
litica que da una respuesta a esta pregunta. Asi, se obtiene un
conjunto de ecuaciones que permiten estimar y evaluar, mediante
calculos y graficos sencillos, los diversos modelos que surgen al
aplicar diferentes funciones de enlace en el ajuste de datos binomiales.

Ademas de la introduccion, el articulo se organiza de la si-
guiente manera: la seccion 2 presenta algunas definiciones y con-
sideraciones sobre los modelos lineales generalizados; en la seccién
3, se plantea y describe el modelo binomial saturado, mientras que
en la seccidn 4 se presentan las funciones de enlace mas utilizadas.
A continuacion, en la seccion 5, se presenta el desarrollo analitico
de los estimadores y varianzas para el modelo binomial saturado ge-
neral, asi como para cada modelo obtenido cuando se utiliza una
funcion de enlace particular; estos resultados constituyen el punto
central de este trabajo de investigacion. En la seccion 6, se presenta
un ejemplo de aplicacion de lo obtenido en la seccion 5, para luego
finalizar presentando las conclusiones en la seccion 7.
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2. Modelo lineal generalizado (MLG)

La unicidad de muchos métodos estadisticos fue demostrada
utilizando la idea del Modelo Lineal Generalizado (MLG). Este
modelo se define en términos de un conjunto de variables aleatorias
independientes Y ,Y,,..., Y , cada una con distribucion perteneciente a
la familia exponencial y las siguientes propiedades (Dobson, 2002):
(Dobson, 2002):
* La distribucion de cada Y, tiene forma canonica y depende de un
parametro simple 6, llamado pardmetro candnico; asi,
f(i;6;) = explyi0; — b(8;) + c(y)].
* Todos los Y, se distribuyen de la misma forma (es decir, todos son
normales o todos binomiales, y asi).
Entonces, la funcion de densidad de probabilidad conjuntade Y, Y,,..., Y
es

n

Oy 0,60 = | [ exp 16— b6 + e

i=1
= eXP[Z%’ 0; _Zb(ei) +zc(yi)]-
i=1 i=1 i=1

Para el modelo especificado es de interés un conjunto de parametros
BB, (donde m <n), mas que los parametros 0.. Suponiendo que
E[Y] =, donde p, es alguna funcion de 6, para el MLG hay una
transformacion de p, tal que
n=8(1) =x/B
En esta ecuacion:
* ¢ es una funcién monotona diferenciable, llamada funcién de
enlace.
* X esun vector m x 1 de variables explicativas (covariables para
niveles del factor),

Xi1
x; =] de modo que x; = [Xi1 """ Xim .
Xim
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e Elvector x es la i-ésima fila de la matriz de disefio X.

B

* Pesel vector m x 1 de parametros f§ = \ : ]

B

Asi, un MLG consta de tres componentes:

1. Las variables respuestas Y,,Y,,...,Y,, de las cuales se asume que
comparten la misma distribucion proveniente de la familia
exponencial. Este componente suele llamarse componente
aleatorio.

2. Un conjunto de parametros 3, y variables explicativas

X1 X11 " X1m
=1
Xn Xn1 """ Xnm

Siendo n = XB, con n = (1),,...,1, ), llamado el predictor lineal o
componente sistematico.
3. Una funcion de enlace g, mondtona y diferenciable, tal que
n.=8(u) =xB
donde p,= E[Y]]. La funcion de enlace que usa el parametro ca-
nonico como g(u), es llamada enlace candnico.

X =

2.1. Estimacion maximo verosimil de un MLG
Considere las variables aleatorias independientes Y,Y,,.... Y,
que satisfacen las condiciones de un MLG. Se desea estimar los
parametros B, tales que E[Y ]=p, y g(u,)=x/ B. Para cada Y, la funcion
log-verosimil es

l; = logf (y:;6;) = y:6; — b(6;) + c(v:)

y la funcién log-verosimil para todos los Y es

L(B) = Z li =Yy:6; — ¥b(6,) + Xc(yp).
i=1

A fin de obtener el estimador maximo verosimil para el pardmetro
B, se necesita diferenciar [. Puede demostrarse que las ecuaciones
normales para un MLG son
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OL(B) _ N\ O — H)Xy It _
aﬁj = VY] an;

1=

donden; = x; B= Z B; xij = g(u;) para la funcién de enlace g.
j=1

Estas ecuaciones tienen la forma X'DV™ (y - p) = 0, donde V denota la
matriz diagonal de varianzas de las observaciones, y D a la matriz diago-
nal con elementos dy./01. Aunque  no aparece en estas ecuaciones, esta
. 7 . 7 _ _1 .
1mp11c1tamer}te através de , puesto que y; =9 Q1 B Xij ). Dife-
rentes funciones de enlace producen diferentes conjuntos de
ecuaciones. Las ecuaciones de verosimilitud son funciones no
lineales de B que deben ser resueltas a través de métodos iterativos.

2.2. Distribucioén asintética de un MLG

Bajo condiciones de regularidad, para un n grande el estimador
maximo verosimil {3 de B de un MLG es eficiente y tiene una distribu-
cion aproximadamente normal (Agresti, 2015). La matriz de co-
varianzas de esta distribucion es la inversa de la matriz de informacion
de Fisher J, la cual tiene como elementos E[— d2L(B)/ 9B, aB;]
Es posible comprobar que

[ G L(B)] z xlhxl] ayl>2
9Br0p; am
Sea W una matriz diagonal con elementos
w, = (Opi/0m;)?
VY]

Entonces, generalizando a la matriz completa W'y con la matriz de
diseno X, se tiene que

J=XWX
La forma de W, y por lo tanto de J, dependen de la funcion de enlace g,
dado que on/du, = g'(u,), entonces la distribucion asintética de B para
un MLG n =g(u)=Xp es
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B ~ AN[B, (X WX)™'] [

donde AN significa Asintéticamente Normal.
3. Modelo de respuesta binomial

Muchas de las variables de interés en el drea econdmica son de
naturaleza cualitativa: una persona posee o no posee casa, tie-
ne seguro contra invalidez o no lo tiene, participa en la fuerza la-
boral o no participa, son algunos entre otros muchos ejemplos. En
los modelos donde la variable de interés (Y) es cualitativa, el objetivo
es encontrar la probabilidad de que un acontecimiento suceda, tal
como poseer una casa, tener un seguro o participar en la fuerza
laboral.

Los modelos binomiales son los adecuados para modelar
estadisticamente las situaciones antes senaladas. Es por ello que
los mismos, en especial los modelos logit y probit, han proliferado
en la literatura econdmica, desde la década de 1980 en adelante,
erigiéndose como marco para el estudio de las decisiones de los
agentes economicos (Enchautegui, 2000). Este auge, particularmente
en microeconomia, surge por la mayor disponibilidad de datos
microecondmicos en las tltimas décadas aunado a su facilidad de
analisis, dados los avances tecnoldgicos desde entonces.

El modelo binomial mas simple es aquel donde se considera
solo una variable respuesta (Y) y una variable explicativa (A). En
el cuadro 1, considere el factor A con k niveles. Sea y, el nimero de
éxitos observado en el i-ésimo nivel del factor A y n, el niimero total
de observaciones para dicho nivel. Bajo esta disposicion de datos
agrupados segun niveles de la variable explicativa categorica
(factor), n. = Yn;.
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Cuadro 1. Nimero de éxitos y total de respuesta Y versus los niveles del factor A

Y
A Nro. de éxitos Total
1 1 ny
2 Y2 n;
k-1 Vi1 Ny_q
k Yk Ny
Total V. n

Fuente: Elaboracion propia.

Las respuestas correspondientes a los distintos niveles de A, se
asumen independientes entre si y provenientes de una poblacion
binomial en el niimero de éxitos (Y = 1). Esto es,

Y; e Bin(y;n,p), Vi=1,--,k—1k

donde Y es la variable aleatoria que representa el nimero de éxitos
en la i-ésima poblacién y p, considerada constante, es la probabilidad
de éxito asociada. Suponer una distribucion binomial en el nimero
de éxitos de la variable respuesta Y, en cada nivel del factor explicativo,
implica que V[Y]=np, (1-p)y E[Y]=np,

Es posible utilizar el enfoque de los MLG sobre los datos del
cuadro 1 cuando se supone que las variables respuestas Y,..., Y, son
independientes y siguen una distribucion binomial, pues la misma
pertenece a la familia exponencial de distribuciones. En cuanto a
la funcién de enlace, es posible utilizar cualquier funcion que sea
mondtona y diferenciable; sin embargo, la escogencia de la misma
da lugar a los modelos binomiales mads importantes presentes en
la literatura (modelo logit, modelo probit, modelo cloglog, por
mencionar algunos, y entre los cuales destaca el primero).

3.1. Modelo de respuesta binomial saturado

Entre los posibles modelos que pueden ajustarse para el conjunto
de datos del cuadro 1 esta el modelo saturado, el cual postula un
numero de pardmetros igual al nimero de datos con que se cuenta,
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reproduciendo exactamente la respuesta observada. Este modelo
no da cuenta de la variabilidad de los datos, y es de poca utilidad
para su analisis estadistico; sin embargo, a menudo sirve para
comparar con otros ajustes del modelo y, dada la simplicidad de
sus calculos, es muy util a fin de obtener una primera aproximacion
del comportamiento de los datos. Otro aspecto a considerar en el
ajuste de modelos para la tabla de clasificaciéon mencionada es la
parametrizacion de referencia (Ponsot, 2011), en donde el investigador
selecciona aquellos niveles de los factores que estaran explicitamente
representados en el modelo, proponiendo uno cualquiera de ellos
como aquel de referencia.

Asi pues, en su acepcion mas simple, para los datos del cuadro
1 se puede postular un modelo saturado (m =k) y la parametrizacién
de referencia, con lo cual la matriz de disefio X resulta cuadrada
(de orden k x k) e invertible. Siendo k el nivel de referencia, dicha
parametrizacion conduce al siguiente modelo:

7117 11 0 0 - 0 01 B1 ]
Up) 101 0 - 0 0l B
m—l"11 0 0 0o - 1 ollg_zl (2]
Mk—1 10 0 0 « 0 1|18
L d L1 00 0 -+ 0 oll g |

Matricialmente, se tiene que 1 = X, lo cual implica que g =X"n. Al
ser saturado, el modelo planteado en [2] no cuenta con los grados
de libertad suficientes para el calculo de los estadisticos del deviance
ni de Pearson (Ponsot, 2011). Sin embargo, atin se pueden estimar
sus parametros (B) y determinar su significacion estadistica.

4. Funciones de enlace para modelos de respuesta binomial

De entre las funciones de enlace mas utilizadas para modelar datos
binomiales estan (McCullagh y Nelder, 1989; Piegorsch, 1992; Co-
llett, 2002; Hardin y Hilbe, 2007; Hilbe, 2009; Koenker y Yoon, 2009;
Tutz, 2011; Hosmer y Cols., 2013):
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Logit o funcion logistica: g(p;) = log[p;/(1 — p;)].

La funcién de enlace logit es la inversa de la funcion de distribu-
cién logistica, F(x) = 1/(1+ exp(—x)) = exp(x)/(1 + exp(x)).
Logit es la funcidén por defecto (enlace candnico), y la mas
utilizada en datos binomiales. Un MLG que la utilice como
enlace, es llamado modelo de regresion logistica o modelo logit.
Probit o funcién normal inversa: 9(2;) = @~ (p;).

La funcién de enlace probit utiliza la inversa de la funcién de distri-
bucién normal estandar,F(x) = ®(x) = (2m)* f_xoo exp (z2/2)dz.
El andlisis probit es el método preferido para entender las
relaciones dosis-respuesta, siendo ampliamente utilizado en
problemas de toxicologia y farmacocinética. También tiene uso
generalizado en la econometria. Un MLG que utiliza el enlace
probit, es llamado modelo de regresion probit o modelo probit.
Cloglog o funcion loglog complementario: 9 (p:) = log[~log(1 - p;)].
El enlace cloglog es la inversa de la funcién valor extremo
minimo acumulada o Gompertz (también llamada la distribucion
Gompertz),F(x) = 1 - exp(—exp(x)). Se usa ampliamente para
modelar datos de supervivencia, con los que es posible estimar
cocientes de riesgo o riesgos relativos. Los MLG que utilizan
esta funcion de enlace, se conocen como modelos de regresion
loglog complementario o solo modelos loglog complementario.

Las funciones de enlace logit, probit y cloglog han sido extensi-
vamente utilizadas en una amplia variedad de aplicaciones, en
campos tan diversos como la medicina, ingenieria, economia y psi-
cologia, entre otros. Otras funciones de enlace encontradas en la
literatura, pero con aplicaciones muy particulares son:
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Loglog o funcién loglog: 9(p;) = —log{—log(p;)}.

El enlace loglog es la contraparte de la funcion loglog complemen-
tario, y su funcion de distribucién es F(x) = exp{—exp[—(x)]}.
Se necesita el signo menos adicional en la exponenciacion
interna para que los coeficientes de los dos modelos loglog tengan
los mismos signos. Este enlace es rara vez utilizado porque su
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comportamiento es inapropiado para p < 0.5 (por lo general, la
region de interés). Un MLG que utilice esta funcion de enlace es
llamado modelo de regresion loglog o modelo loglog.

Clog o funcién log complementario: g(p;) = —log(1 — p;).
Con funcién de distribucion F(x) = 1 — exp(—x) , este mode-
lo puede producir probabilidades menores que cero. Sin embar-
go, cuando esto ocurre, dichos valores pueden ser truncados
en cero obteniéndose una funcién continua y no decreciente.
El modelo ha sido aplicado a una amplia variedad de situaciones
experimentales como, por ejemplo, en investigaciones epide-
miolodgicas donde las razones de riesgo son de interés. También,
puede resultar en casos de truncamiento de datos, que es
cuando los datos politdémicos o continuos son truncados en
una respuesta dicotdmica. El MLG que apela a esta funcion
de enlace, es denominado modelo de regresion clog o modelo
clog, simplemente.

Log o funcién logaritmica: g(p;) = log(p;).

La expresion para la funcion de distribucion de este modelo
es F(x) = exp(x). Elenlace log es el enlace candnico en mo-
delos de conteos de Poisson, pero cuando se utiliza como fun-
cion de enlace en modelos de respuesta binomial se denomina
modelo log-binomial, y ha sido propuesto como un enfoque
util para calcular el riesgo relativo. La funcidn de enlace log
produce coeficientes que son mas faciles de interpretar que los
odds ratios que se producen por el modelo de regresion logistica.
El problema del modelo radica en que puede predecir valores
fuera del rango 0 a 1; sin embargo, cuando esto ocurre, los valores
son truncados permitiendo la convergencia y obtencion de
cocientes de riesgo.

Cauchit o funciéon Cauchy-Lorentz: g(p;) = tan[n(p; — 0.5)].
El enlace cauchit utiliza la inversa de la funcién de distribucion
Cauchy (también conocida como distribucion Cauchy-Loren-
tz), F(x) = tan_l(x) /m+ 0.5. Siun MLG utiliza esta funcion
de enlace, es llamado modelo de regresion cauchit o solo modelo
cauchit.

19
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Sobre las funciones de enlace

En la figura 1, se representan graficamente las funciones de enlace
mas utilizadas en el ajuste de modelos de respuesta binomial.
Algunas acotaciones sobre ellas son:

20

Logit y probit son las funciones de enlace mas utilizadas.
Ambas son curvas sigmoidales, simétricas alrededor de p =0.5,
y producen resultados similares en muchos andlisis a menos
que hayan muchas probabilidades pequenas o grandes. Se
requeriria una cantidad de datos muy grande para mostrar que
una es mejor que la otra.

La funcion logistica es esencialmente lineal entre p =02y p = 0.8,
pero fuera de este rango se vuelve marcadamente no lineal. Las
funciones logit y probit estan bastante relacionadas linealmente
en el intervalo 0.1 <p<0.9.

La funcion cauchit también es simétrica en p = 0.5 y mantiene
relacion lineal con logit y probit entre p =0.2 y p = 0.8, pero, en
comparacion con las mismas, tiende al infinito mucho mas
rapido fuera de este rango.

Las funciones cloglog y loglog también son sigmoidales pero,
a diferencia de logit y probit, no son simétricas con respecto
a p=0.5. Es por esto que el uso de estos enlaces est4 limitado a
aquellas situaciones donde es apropiado tratar las probabilidades
de éxito p de una manera asimétrica.

Los enlaces logit y cloglog son similares para valores pequetios
de p. Sin embargo, cuando p se aproxima a 1, cloglog tiende
mucho mas lento al infinito que logit. Entre los enlaces logit y
loglog ocurre lo contrario: son similares para valores grandes
de p, pero cuando p tiende a 0, loglog tiende mas rapido al
infinito que logit.

Por otra parte, clog y log son funciones de enlace muy particula-
res ya que aplican solo para valores positivos o negativos de
la predictora lineal, respectivamente. También, mientras la
primera es similar a logit y loglog para valores grandes de p,
la segunda lo es a logit y cloglog para valores pequefios de este
parametro.
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Figura 1. Funciones de enlace.
Fuente: Elaboracion propia.

Dadas las caracteristicas sefaladas, los enlaces logit, probit y cauchit
son conocidas como funciones de enlace simétricas, mientras que
cloglog, loglog, clog y log como funciones de enlace asimétricas.
Entre las ventajas de logit con respecto a los otros modelos destacan:

1. Es preferido dada la amplia variedad de estadisticos de ajuste
asociados. Ademas, proporciona interpretacién directa, es
decir, sus parametros son facilmente interpretables en términos
de log-odds (para ) y odds (para exp(f)).

2. Si todas las variables son categoricas, la hipotesis H, : f =0
equivale a la declaraciéon de que la variable respuesta y las
variables explicativas son independientes.

3. Es el enlace canonico para la distribucién binomial, por lo tanto,
es conveniente matematicamente.

4. A pesar de ser muy similares, desde el punto de vista compu-
tacional, es mas conveniente que probit. Esta ultima requiere
de integracion numeérica, lo que implica mayores recursos
computacionales.
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5. Son particularmente apropiados para el andlisis de datos que
han sido recolectados retrospectivamente, tal como en los casos
de estudio-control.

5. Estimadores y varianzas en el modelo binomial saturado

Suponga que se particionan las matrices del modelo [2] de la
siguiente manera:

R [ P17

N2 - =

: B .
n =[] =[] s x=[) gl
Nk-1 k Br—2 k 10
- Br-1
- B ﬁk i

Asi, dicho modelo puede expresarse como
MNr-1] _ ] I ][,81]
Lme 1l o't
y dado que X1 = [(; _il entonces
[Bl] _ [0’ 1] [nk_1] _ [ Me ]
Br I —jlL M MNi—1 = I d’
Como ‘B1 =Ty Bk =Ty - jnk' yn,= g(P,) = g(fu,) si g, =np,en términos
generales las estimaciones de los pardmetros estaran dadas por
j = {900 sij =1
P g@i-) —9W) sij=2,k=2k—1k [3]
En tanto, la varianza de los parametros estimados segtin [1] es
V[B] = XWX) ! =X"Tw (X))l =x"w-I(X™1)
on )2
donde W =diag{w,, w,, ..., w, ,, w,_ , w,},con W; = %,
i=1,2,..,k-2, k-1, k. Particionando W hastaoe término w
. . Wi—1
es haciendo W = diag{w;,_{,w;} =

minar V[B] mediante 0

para
1 esto

, se puede deter-
k
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0 1 ] [(wk_l)‘l 0 ] [o’ 1]

L) ’ W)™ )

[ o (W)™t ] [0 1,]

IR s (A ~

W)™ —j (W)™

i W)™ W) T (W)

Como V[Ai]= W)™ 'y V[Bx—1] = diag{(w—1)™" +J(w) ™'} la

varianza de los estimadores estard dada en términos generales por
wi)™! sij=1

Vg1 = [4]

W_) P+ w)™t osij=2,-k—2,k—- 1,k

5.1. Estimadores y varianzas, segun la funcion de enlace

En el cuadro 1, considere B; =¥;/n y VY] =np;(1-9;), para
j= , k. Si n_es relativamente grande, D; sera una estimacion
razonablemente buena de p. A continuacion, se desarrollan las
estimaciones de los parametros By sus varianzas V[B] del modelo
saturado, y bajo la parametrizacion por referencia, para las funciones
de enlace antes mencionadas, en los modelos de respuesta binomial.

Enlace logit
Sean; = g(p:) = logit(p;) = log[p/(1 — pi)] = log[w;/(n; — ui)] = g (o),
si g, =np, De [3] se tiene que las estimaciones de los f; estan dadas

por
5 (logit(Py) sij=1

a {logit(ﬁj_l) —logit(p) sij =2,k [5]

En cuanto a las varianzas de los estimadores, dn;/dy; = 1/[np; (1 —py)],

por lo que dy;/dn; = n;p;(1 —p;) = V[Y;]. Consecuentemente, w = V[Y],

y por [4] se obtiene que

1/V[YiD sij=1

ViBi1 = {1/V[ Y i1+ 1/V[Y%] sij=2-k L
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Enlace probit
Sean; = g(p;) = probit(p;) = @' (p) = 7' (w/n) = g(w) si
u,=np.De [3]:
5 _ {probit(ﬁk) sij=1 [7]
J probit(p;_;) — probit(p,) sij =2, k.
Para las varianzas de los estimadores, se tiene que y; = n;@(n;),
por lo que du;/dn; = np(n;) = m (@ (p)]y Wi = {md[@ ™" ()]} /V[Y]
Por [4] se tiene entonces que

VY, 1/ i [@7 (Br)]} sij=1
5 2
VIB1 = VIY_1)/{n1p[@ 72 (B - )]} + 8]
VY 1/ p (@71 (Br)]}? sij =2, k.

Enlace cauchit
Sea n; = g(p;) = cauchit(p;) = tan[m(p; — 0.5)] = tan[m(u;/n; — 0.5)] = g(u;)
siy,=np. De [3]:
5 _ (cauchit(py) sij=1 [9]
J {cauchit(ﬁj_l) — cauchit(p,) sij=2,-,k.
En cuanto a las varianzas de los estimadores, y; = n;tan™!(n;)/m + 0.5,
por lo tanto dy; /dn; = n;/[m(1 +n{)] = n;/{n{1 + tan?[n(p; — 0.5)]}}
o también Qu,; /9n; = n;/{msec?[rn(p; — 0.5)]}. De aqui que
w; = n?/{V[Y;]m?sec*[r(p; — 0.5)]},y de [4] se obtiene que

{V[YIm?sec*[m(p) — 0.5)]}/n; sij=1
ViG] = {{VI-alm?sect (@1 — 05)]}/my + (10]
{V[Y,]m?sec* [ (P, — 0.5)]}/n? sij =2,k
Enlace cloglog

Sea 1; = g(p;) = cloglog(p;) = log[—log(1 — p;)] = log[—log(1 — u;/n;)]
siy,=np. De [3]:

5 _ (cloglog(py) sij=1
{Cloglog(ﬁj_l) — cloglog(p) sij=2,,k.

j [11]
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Para las varianzas de los estimadores, dn; /dy; = —1/[n;(1 = p;)log(1 - p;)],
por lo que 9u;/0n; = —n; (1 — p;)log(1 — p;) . De aqui que
w; = [n;(1 = p)log(1 = p)]?/V[Yi], y por [4] entonces

) VIY]/ [ (1 = Bi)log(1 = Bi)]? sij=1
VIB;1 = 4 VIYi11/[nj_ (1 = By-)log(1 — Py-)]* + [12]
V[Y, /[y (1 = By)log(1 = pi)] sij =2,k
Enlace loglog

Sea M = g(p:) = loglog(p;) = —log[—log(p;)] = —log[—log(u;/n;)]
siy,=np.De [3]:

5 {loglog(ﬁk) sij=1

7 lloglog(p;-1) — loglog(py) sij =2,--,k.  [13]
Para las varianzas de los estimadores, se tiene que dn;/dy; = -1/[n;p;log(p;)],
por lo que dp;/d1; = —n;p;log(p;). De aqui que w; = [n;p;log(p)]*/V[Y],
y por [4] entonces

(VI [nibelog(B))? sij =1
V[Bi]1 =3 VIY-11/[nj-1B;—1log(B;—1)]* + [14]
VY, ]/ [ Bilog(di)]? sij =2,k

Enlace clog

Sea n; = g(p;) = clog(p;) = —log(1 —p;) = —log(1 — p;/n;) = g(ws),
siy,=np. De [3]:

5 {clog(ﬁk) sij=1

/7 lclog(pj—1) —clog(Br) sij =2,k [15]
Para las varianzas de los estimadores, 0n;/9u; = 1/[n;(1 —py)]y
Ou;/0n; = n;(1 —py), porlo que w; = [n;(1 — p;)]?/V[Y;],y por [4]
se tiene que

VI = {V[Yk]/[nk(l — D]’
P VY -al/ -1 (1 = B-0)1? + VIV [ (1 = pi)] 1]
Enlace log

Sea n; = g(p;) = log(p;) = log(u;/ni) = g(i), De [3]:

25
Economia, XLIV, 48 (julio-diciembre, 2019)



Malinda Coa Ravelo y Ernesto Ponsot Balaguer

f = (o800 sij=1
i = Uog(py_1) —log(B) sij =2, ,k. [17]

En cuanto a las varianzas de los estimadores, dn, /dy; = 1/w; = 1/[n;p;]
y O /0n; = nyp;, porloque w; = (np)*/V[Yi], y por [4] se tiene
que
VIR = {V[Yk]/(nkﬁk)i A 51] =1
g VY, 11/ (y—1Bj-1)* + VYl /(upp)*  sij =2, k. [18]

6. Ejemplo

En el cuadro 2, se presenta una situacion en que el interés se centra
en estudiar la relacion entre una variable respuesta Y y un factor
explicativo A con tres niveles. Se muestran alli las frecuencias ob-
servadas para cada nivel.

Cuadro 2. Ejemplo Y(0,1) versus A(1,2,3)

Y
A 0 1 Total
1 33 20 350
2 256 94 350
k 178 172 350
Total 764 286 1050

Fuente: Elaboracion propia

De [2], el modelo saturado empleando la parametrizacion con el
tercer nivel del factor cqmo referencia es como sigue:

M 9(p1) 110

[772 =g9(p2)| = [1 0 1] [ ]

ml g L1 0 o

Seanp; = 0.0571, p, = 0.2686 y p3 = 0.4914. El cuadro 3 contie-
ne las estimaciones de los parametros de la predictora lineal y sus
varianzas, segun la funcion de enlace empleada, las cuales fueron
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calculadas mediante las ecuaciones desarrolladas en la seccion 5. El
cuadro 3 también contiene las pruebas x* de Wald para H : ,=0,
i=1,2,3, con el fin de comprobar la significacion estadistica de los
parametros estimados.

Cuadro 3. Estimacion de f8, y prueba de Wald (H; : 8, = 0), segiin funcion de enlace

Enlace Bi VBl  x p-valor Conclusion
logit —0.034 0.011 0.1 0.7484 No rechazar
—2.769 0.065 118.9 < 0.0000 Rechazar

—0.968 0.026 36.0 < 0.0000 Rechazar

probit —0.022 0.004 0.1 0.7484 No rechazar
—1.558 0.016 149.8 < 0.0000 Rechazar

—0.596 0.001 36.8 < 0.0000 Rechazar

cauchit —0.027 0.007 0.1 0.7485 No rechazar
—-5.484 1500 20.0 < 0.0000 Rechazar

—0.863 0.025 30.0 < 0.0000 Rechazar

cloglog —0.391 0.006 254 < 0.0000 Rechazar
—2.442 0.056 106.4 < 0.0000 Rechazar

—-0.771 0.017 35,5 < 0.0000 Rechazar

loglog  0.342 0.006 20.0 < 0.0000 Rechazar
—1.393 0.012 167.2 < 0.0000 Rechazar

—0.615 0.010 36.6 < 0.0000 Rechazar

clog 0.676 0.003 165.6 < 0.0000 Rechazar
—0.617 0.003 129.9 < 0.0000 Rechazar

—-0.363 0.004 34.7 <0.0000 Rechazar

log —0.710 0.003 170.7 < 0.0000 Rechazar
—2.152 0.050 924 < 0.0000 Rechazar

—0.604 0.011 341 <0.0000 Rechazar

Fuente: Calculos propios
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Los resultados del cuadro 3 permiten explorar los posibles modelos
binomiales y contestar, inicialmente, a la pregunta: ;cudl funcion de
enlace se ajusta mejor? Una inspeccion al cuadro confirma que las
funciones de enlace asimétricas cloglog, loglog, clog y log ajustan bien
el conjunto de datos, pues los tres parametros estimados mediante
ellas resultan significativos segin la prueba de Wald. Lo contrario
ocurre para los modelos con funciones de enlace simétricas como
logit, probit y cauchit, donde el parametro B resulta no significa-
tivo.

A continuacion, cabe considerar la pregunta: ;cudl funcion de
enlace escoger entre aquellas con buen ajuste? La respuesta dependera
de los objetivos de la investigacion que se lleva a cabo:

e Silo que se desea es precision en las estimaciones, el mejor
modelo es aquel cuyos estadisticos x* sean mayores pues, en
este sentido, aumenta la potencia de la prueba.

¢ Por el contrario, si lo que se desea es una interpretacion simple,
entre los modelos con buen ajuste, se escogera aquel que ofrezca
esta cualidad.

Para el ejemplo, si el objetivo es la precision en las estimaciones,
se recomendaria el modelo clog, pues es el que tiene los valores
mas altos de los estadisticos x? entre los modelos con buen ajuste.
Obsérvese que este modelo también es el que presenta varianzas
menores, lo cual implica una mayor precision en las estimaciones.
Por el contrario, si el objetivo es la interpretacion, el modelo log
seria el escogido, pues es el que mejor detenta esta caracteristica
dada su simplicidad. La situacion ideal se presenta cuando un
modelo ofrece precision en las estimaciones y, ademas, facilidad
en su interpretacion. Sin embargo, en el ejemplo, ninguno ofrece
ambas cualidades.

Otro aspecto relevante de las ecuaciones obtenidas en la seccién
5, es la posibilidad de representar graficamente las varianzas de los
estimadores a fin de evaluar su desempeno en distintos escenarios.
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Asi, en la figura 2, se ilustra el comportamiento de la V3] segun las
ecuaciones [6], [8] y [10], correspondientes a las funciones de enlace
simétricas logit, probit y cauchit. Fijando el tamafio de muestra, 1,
en cada nivel del factor (1, =350 paraj=1, ..., k, con k = 3, como en
el ejemplo), en las figuras 2(a) y 2(b), se desphega la V[B1] cuando
la funcién de enlace es logit. Especificamente, cuandoj=1, la [,3]]
es simétrica en Pk = 0.5, manteniéndose pequena y casi constante
enel intervalo 0.2 < P < 0.8 y aumentando a medida que D — 0
o Dr = 1 tal como se eyidencia en la figura 2(a). Por otra parte,
cuandoj=2, ..,k la v 'BJ tiene un comportamiento como el que
se muestra en la figura 2(b), donde se observa que las mismas se
mantienen pequenas, siempre que 0.2 < (P;_1, D) < 0.8. Fuera de
este intervalo, la V[B1] tiende al aumento, manteniendo un com-
portamiento similar al de V[B1] pero replicado en dos dimensiones
(paraPj-1y Dr). R

Las figuras 2(c) y 2(d) ejemplifican la V[B;] cuando en el mode-
lado se apela a una funcion de enlace probit, donde se observa un
comportamiento similar en estas varianzas como cuando se utiliza
una funcién de enlace logit: simetriaen p; = 0.5, con poca variacién
entre 0.2 < p; < 0.8 y creciente cuando P; tiendea 0o a 1, para
todoj =1, ..., k. Al caso, solo es posible argumentar dicha similitud
en el comportamiento de las varianzas, mds no es posible compa-
rarlas directamente pues las funciones de enlace que las originan
provienen de distribuciones con medias y varianzas distintas (Tutz,
2011). Por ultimo, las figuras 2(e) y 2(f) presentan la V[ﬁj] cuando se
utiliza una funcion de enlace cauchit. Se observa que, estructural-
mente, son similares a las obtenidas con logit y probit, pero crecen
muy rapido a medida que p, se acercaa 0 01, 0 a ambos.
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Figura 2. V[ﬁj] segun funciones de enlace simétricas logit, probit y cauchit (con nj = 350, paraj=1, ... , k).
Fuente: Elaboracion propia.
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De igual manera, en la figura 3 se despliega la v[4,] cuando se mo-
delan los datos mediante las funciones cloglog (figuras 3(a) y 3(b),
ecuacion [12]) y su contraparte loglog (figuras 3(c) y 3(d), ecuacion
[14]). Manteniendo fijo n, = 350, como en los graficos anteriores, aca
se evidencian las caracteristicas asimétricas propias de las distri-
buciones de procedencia de estas funciones de enlace. Para el caso,
las varianzas de los estimadores cuando se modela con cloglog son
muy similares a las obtenidas mediante el enlace logit, para valores
de p; < 0.5; en tanto, para valores de p,> 0.5, la misma tiende a cero,
para luego crecer lentamente cuando Pj = 1. En contraste, ocurre
lo contrario cuando se modela con el enlace loglog: las varianzas de
los estimadores se hacen similares a las del enlace logit cuando
p;>0.5, tienden a cero para p;<05,y luego presentan un crecimien-
to lento cuando p; = 0. Este comportamiento es de esperar en las
varianzas de estas funciones de enlace, pues son complementarias.

Por ultimo, en la figura 4, se despliega la VBl cuando se mo-
delan los datos mediante las funciones de enlace clog (figuras 4(a)
y 4(b), ecuacidén [16]) y su contraparte log (figuras 4(c) y 4(d)), ecua-
cion [18]). Notese el comportamiento similar y complementario a
las varianzas presentadas en la figura 3, con la diferencia de que
cuando se utiliza el enlace clog y Pj = 0,0 se recurre al enlace log
yp; = 1, las varianzas tienden a cero y no al aumento, como en los
casos de cloglog y loglog.

Enlace cloghog Enlace clogheg

LR
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Enlace loglog
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Figura 3.ij] segun funciones de enlace asimétricas cloglog y loglog (con n = 350, paraj=1,... k).
Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 4. Vi1 segun funciones de enlace asimétricas clog y log (con n = 350, paraj=1,... k).
Fuente: Elaboracion propia.
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7. Conclusiones

En el contexto de los modelos lineales generalizados se utiliza prin-
cipalmente el enlace logit, aprovechando que se trata del enlace
canonico para la funcién de masas binomial. Sin embargo, existen
funciones de enlace alternativas que podrian mejorar sustancialmen-
te las inferencias y predicciones, pero rara vez son consideradas
y evaluadas. Por ejemplo, en aplicaciones con conjuntos de datos
grandes y que se distribuyen a lo largo del gradiente completo de
las funciones de enlace ajustadas, sobre todo en los extremos, una
funcion de enlace asimétrica ajustaria mejor que la tradicional logit.

En la escogencia de la funcién de enlace, dos aspectos son
relevantes: la bondad del ajuste y la facilidad de interpretacion. Las
ecuaciones desarrolladas en este estudio permiten al investigador
indagar y evaluar, a través de cdlculos y graficos simples, sobre
cudl funcion de enlace resulta apropiada cuando se considera el
ajuste de un modelo binomial en una tabla de contingencia con
respuesta dicotomica y un factor explicativo con k niveles. Ante
diversos escenarios planteados, empleando las ecuaciones derivadas,
es posible responder a las preguntas: ;Qué funciéon de enlace se
ajusta mejor y tiene una interpretacién mds simple? Las respuestas
a estas interrogantes sirven de guia para el investigador, ante la
disyuntiva de seleccionar el mejor modelo posible que se ajuste a
su situacion particular de datos, atendiendo a los objetivos que se
propone.

En el modelado, el uso de paquetes estadisticos muchas veces
hace transparente el ajuste de modelos para el investigador, lo que
limita la compresion del proceso subyacente. En esta investigacion
se pudo manejar explicitamente, y a un nivel basico, todos los compo-
nentes del modelo binomial, a través de un enfoque que permite
entender completamente los principios que gobiernan los modelos
lineales generalizados, en general, y en particular, aquellos que
rigen al modelo binomial.
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La deduccion de las ecuaciones obtenidas, asi como su analisis
principalmente grafico, hacen sencilla la tarea de decidir sobre los
modelos, en el caso de que se postule un modelo binomial saturado.
Esta situacion es principalmente ilustrativa y de naturaleza intro-
ductoria, pero sirve de base a futuros estudios y generalizaciones
que los autores se proponen realizar cuando se postulen modelos
no-saturados, o bien con un namero cualquiera de factores ex-
plicativos, asi como el tratamiento de las observaciones andmalas
en cada uno de estos contextos.
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